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Introduzione

Queste dispense sono relative ad alcune parti del mio corso di Istituzioni di Fisica Teorica I. Essi
cercano di costituire una risorsa ufficiale che sostituisca i numerosi appunti redatti da volenterosi
che circolano tra gli studenti. 11 testo base adottato nel corso & il Nardulli [1]. Tuttavia, poiché
nel corso mi sono a volte allontanato da questa trattazione, spesso utilizzando piu libri, mi ¢
sembrato utile stendere questi appunti per facilitare agli studenti la preparazione dell’esame.
Sottolineo il fatto che essi non contengono trattazioni originali ed indichero di volta in volta la
fonte.

Come dicevo, queste dispense rendono piu facile la preparazione dell’esame; raccomando,
tuttavia, la consultazione dei testi originali per vari motivi. Citandone solo alcuni, il primo &
che un libro di testo ¢ preparato con molta pitu cura di una dispensa, il secondo ¢ che la capacita
di consultazione di piu testi ¢ parte insostituibile della formazione universitaria e, infine, che
in una trattazione vi possono essere elementi formativi che in un’altra possono essere stati
sottovalutati o poco evidenziati.

Non posso credere nemmeno per un attimo che Dio giochi a dadi.
(A. Einstein - comunicazione orale)

Piantala di dire a Dio che cosa fare con i suoi dadi.
( N. Bohr - comunicazione orale)

Non solo Dio gioca a dadi, ma li getta laddove non possiamo vederli.
(S. Hawking - comunicazione orale)

Penso di poter affermare che nessuno capisce la Meccanica Quantistica.
(R.P. Feynman - comunicazione orale)

ii
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Capitolo 1

Equazione di Schrodinger

1.1 Sistemi a molti gradi di liberta

Consideriamo un sistema fisico di IV particelle, descritto, quindi, da un insieme di s = 3N
coordinate cartesiane ¢ = {q1, g2, ..., ¢s} € un insieme di s impulsi p = {p1,pa2, ..., Ps }-

In Fisica Classica la dinamica di tale sistema € completamente determinata dall’Hamiltoniano
H(q,p,t), che, eventualmente, dipende dal tempo ¢. In Fisica Quantistica alle osservabili posizio-
ne e impulso corrispondono gli operatori hermitiani @ = {Q1,Q2,...,Qs} e P ={Py, Ps, ..., Ps}
nello spazio di Hilbert del sistema, mentre il tempo € una variabile reale.

1 2s operatori soddisfano le regole di commutazione:

[Q;,Qel =0 [P, P]=0 [Qy,Pc] =1hdjy

per ogni 5,k =1,2, ... s.
Quanto detto deriva direttamente dai postulati fondamentali della Fisica Quantistica. Per
introdurre gli operatori relativi alle altre grandezze fisiche & necessario un ulteriore postulato.

Postulato. Ad ogni variabile classica funzione delle coordinate e degli
impulsi
Q(g,p,1)

associamo un operatore ) ottenuto tramite la regola di sostituzione:
QQ, Pit) =1 = Q1,¢2 = Q2, ..., ¢s = Qip1 — PLpa = Po, .., ps — Puit).

Questa regola di sostituzione vale, in particolare per I’'Hamiltoniano:
H(g,pt) = H(Q, P,1).

Ricordiamo l'importanza degli stati stazionari, cioe degli autostati dell’Hamiltoniano, al fine
di determinare I’evoluzione degli stati. Se al tempo ¢ = 0 lo stato del sistema coincide con
uno stato stazionario |1 g) relativo all’autovalore E, soluzione dell’equazione di Schrédinger
stazionaria

ﬂ(QaP> t)W)E> = E|¢E>7

I’evoluzione temporale di questo stato ¢ data semplicemente da

A(Q,Pt)t
.

We(t) =e™' o |gE) = e T [Yg).

Nel caso di un generico stato |1) esso puod essere sviluppato nella base dell’energia, per cui si
puo ottenere la sua evoluzione temporale in termini di quella degli stati stazionari:

Et

(1)) = e ) = e S eplug) = 3 ealus) et (1.1)
E E

1



2 Equazione di Schrodinger

Per questo motivo dedicheremo largo spazio alla soluzione dell’equazione di Schrodinger
stazionaria per alcuni modelli di sistemi fisici.
Premettiamo due importanti proprieta generali concernenti gli autovalori dell’Hamiltoniano.

Proprieta I: L’operatore Energia cinetica ha sempre autovalori positivi.

Tenendo conto del Postulato appena introdotto, I'operatore energia cinetica del sistema di
particelle e data da

N
i
T

Essa si presenta, quindi, come una somma di operatori ciascuno dei quali, essendo il quadrato di
un operatore hermitiano, ha sicuramente autovalori positivi. Gli autoket dell’energia cinetica
sono autoket comuni a tutti questi operatori, in quanto essi commutano. Pertanto, ciascun
autovalore dell’energia cinetica ¢ somma di autovalori tutti positivi dei singoli operatori e, di
conseguenza & positivo. In particolare per ogni stato |¢) risulta

(W[Tly) >0

trattandosi della media di quantita positive.

Proprieta II: Gli autovalori dell’Energia potenziale sono sempre maggiori
o uguali del suo valore minimo.

Infatti, detto Vi, il minimo valore dell’energia potenziale, risulta

come ¢ facile comprendere se il calcolo viene effettuato nella rappresentazione della posizione,
nella quale V ¢ diagonale. Quindi il valore di aspettazione del potenziale in qualsiasi stato e
maggiore o uguale del suo valore minimo. L’enunciato € dimostrato, se si pensa che questa
relazione vale in particolare se [¢) & un autoket di V, e quindi il valore di aspettazione coincide
con 'autovalore.

Proprieta III: Gli autovalori dell’Hamiltoniano sono sempre maggiori o
uguali del minimo valore dell’energia potenziale.

Infatti, detto V., il minimo valore dell’energia potenziale, tenendo conto del fatto che per il
valor medio dell’Hamiltoniano in un qualsiasi stato |¢) del sistema risulta

(H)y = WIH[Y) = Ty + W)y = (@Vinin|) = Vinin

dove si € tenuto conto delle proprieta precedenti. Ponendo [¢) pari al generico autoket di H la
proprieta risulta dimostrata.

1.2 Equazione di Schrodinger nella base delle coordinate

In generale lo studio dei sistemi fisici si effettua, utilizzando un fissato sistema di riferimento
cartesiano, nella rappresentazione della posizione, proiettando, quindi i ket sulla base degli
autoket comuni agli operatori relativi alle coordinate cartesiane:

Xy |z, 91,21, @2, .y ZN) = T1|T1,Y1, 21, T2 o, ZN)
Yi‘xlaylazl7x27"'7ZN> = y1‘$1a91,217$27~-~7ZN>

Zy |z, 91, 21, X2, ..oy ZN) 21|21, Y1, 21, T2, oy ZN)



Equazione di Schrodinger 3

i quali soddisfano le relazioni di ortonormalizzazione
<xll7 ylla lev 1./27 ey Z$V|x17 Y1, 21,22, .0y ZN> = 5(55/1—551) 6(y/1_y1) 5(23_21) (5(£E/2—£L'2) 5(Z§V_ZN)
Ai ket [¢) dello spazio di Hilbert corrispondono le funzioni d’onda:

V) = (z1,91, 21, %2, ..., 2N V) = V(x1, Y1, 21, T2, .y 2N),

mentre ’associazione tra variabile fisica ed operatore si ottiene, tenendo conto che, nella rap-
presentazione delle coordinate, gli operatori posizione agiscono sulle funzioni d’onda moltipli-
candole per il rispettivo argomento, tramite le sostituzioni

h 0

Introducendo, per brevita di notazione, i vettori posizione 7, = (zk, Y, 2k ), lo stato del sistema
& rappresentato dalla funzione d’onda

¢(F1,’F2, ...,’FN) = |’¢> — <7?177:’27~-~7'FN|¢>-

Su queste funzioni d’onda gli operatori corrispondenti al vettore posizione e al vettore impulso
della k-sima particella operano nel modo seguente:

ﬁkw(F17F2a"'aFN) = ka(FhFQ»"WFN)

o L. . h - . .
Pep(71, 72, o, TN) ;ka(7“177“27~-~77"zv)-

Utilizzando la regola di sostituzione e supponendo che esso non dipenda dal tempo, ’'operatore
Hamiltoniano diventa:

N V2
H=T+V=-h> 5 L V(i i, .. 7N
1 ka

del quale si ottengono autovalori e autofunzioni risolvendo I’equazione di di Schrédinger stazio-
naria:

\Y Lo . Lo o Lo "
—FLQZilC +V(T1,T2,...,TN) ’(/J(’I“l,TQ,...,TN) ZE’L/J(Tl,TQ,...,TN).

1.3 Riducibilita a sistemi unidimensionali: i potenziali
rettangolari

Molti modelli sono riducibili a problemi in una dimensione.
Per semplicita consideriamo il caso di una sola particella in presenza di un’energia potenziale

V() = Va(z) + Vy(y) + Va(2)

In questo caso otteniamo la separazione delle variabili ponendo

Sostituendo nell’equazione

R [EX@YWZE) | EX@YWZE) | EXEY )
2m dx? dy? dz?
Ve (2) + Vy(y) + Vo (2)| X (@)Y (y) 2(2) = EX(2)Y (y)Z(2)

+



4 Equazione di Schrodinger

g [T 0260 4 x@20) L+ Xy ) T +

Va(2) + Vy(y) + V2 (2)] X (2)Y () Z(2) = EX(2)Y (y)Z(2)

e dividendo ambo i membri per il prodotto X (z)Y (y) Z(z), vediamo che il primo membro si
presenta come la somma di tre termini, ciascuno dei quali dipende da un’unica variabile e la
somma dei quali deve essere pari ad una costante (I’autovalore E):

R EX@ [ B 1 dY(y)
[ om X(@) a2 T )} +{ 2m Y(y) dy? +Vy(y>] i
R 1 d*Z(z
+ {_2m Z(z) dz(2 ) +VZ(2)] =B

Ciascuno dei tre termini deve essere pari ad una costante

R X () + Ve (2) X (2) = B, X ()

B E V) Ry = BYW)
B 20 vz = B.202)

vincolate dalla condizione
E,.+E,+E,=FE.

Questa condizione mostra che, in generale, la degenerazione dell’autovalore F risulta essere
molto elevata, dato che lo stesso autovalore E si puo ottenere da molte combinazioni diverse
di E;, Ey, E,. Inoltre si possono avere autofunzioni corrispondenti allo spettro discreto per
quanto riguarda una variabile e allo spettro continuo per un’altra.

Alcuni esempi di potenziali a simmetria rettangolare sono:

e particella libera;
e particella in un parallelepipedo;

e particella in un potenziale armonico in tre dimensioni V() = %kxe + %kyy2 + % k.22



Capitolo 2

Sistemi unidimensionali

Bibliografia: per la parte riguardante i potenziali quadrati il testo di riferimento & il Gasiorowicz

[2].

2.1 Particella libera in D=1
Denotata con z 'unica coordinata presente, ’equazione di Schrodinger stazionaria si scrive:

i @
2m  dx?

= E¢(x).

Invece di scrivere direttamente 'integrale generale, ricordiamo che l'operatore Hamiltoniano
H = %, essendo funzione dell’operatore impulso, commuta con esso; pertanto Hamiltoniano e
impulso hanno un sistema completo di autofunzioni in comune {¢g ,(z)}. Verifichiamo, infatti,
che se Yg p(x) & autofunzione dell’operatore P

d
Pyp,(r) = —m%l/)E,p(m) = pUEp,

allora essa e certamente anche autofunzione dell’Hamiltoniano. Infatti,

D bea®) = o Ppbiyl@) = L= Piy(a) = 2 (o)
- ) = — xr) = — X)) = — xX).
om E,p om PVEp m E.p m E,p
Anche Pautofunzione dell’impulso {g,_,(z)}, corrispondente all’autovalore —p, ¢, ovviamente,
autofunzione dell’Hamiltoniano corrispondente allo stesso autovalore E. Ricordiamo che le due
autofunzioni dell’'impulso relative agli autovalori

p=V2mE e p=—V2mE
sono date da ) 1
1k —kx
T) = e _k(x) = e 2.1
Vi,k(T) mes VYE,—k(T) pes (2.1)
dove £ ¢ il numero d’onda
J— P 2mE
B h

Queste due autofunzioni costituiscono i due integrali linearmente indipendenti dell’equazione
di Schrodinger. Dal punto di vista dell’operatore Hamiltoniano, abbiamo determinato due
autofunzioni linearmente indipendenti corrispondenti allo stesso autovalore F, che, pertanto, &
doppiamente degenere.

Da un punto di vista piu fisico, le due autofunzioni trovate corrispondono ad onde piane che si
propagano, rispettivamente, nella direzione positiva e in quella negativa dell’asse x.
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L’autovalore E' puo assumere qualsiasi valore positivo, dato che, come abbiamo gia visto, esso
deve essere maggiore del minimo del potenziale, che in questo caso € zero. D’altra parte se F fos-
se negativo, p sarebbe immaginario e gli esponenziali presenti nelle autofunzioni divergerebbero
per || — o0, e non sarebbero funzioni d’onda fisicamente accettabili.

2.2 Propagatore per una particella libera unidimensionale

Ricordiamo che il propagatore, quando I’'Hamiltoniano non dipende dal tempo, & dato da

H(t—t")
—

Ut,t')=e

Calcoliamo la sua espressione nella rappresentazione delle coordinate per una particella libera
in una dimensione.

Uz, t, 2’ t') = (z|e” dp{xle™ 7 |p)p|a’) = — dp e o

P Hl=t!) o) /+°° H(t—t') 1 Foo Zp(m;w')_lp22(t7t/)
xTr )= 3
2mh

— 00 — 00

Ricordando il noto risultato per 'integrale gaussiano

+oo 2
/ dp e b = [T o5 (2.2)
— oo o

m lm(zfz,)z

Ula,t,a t) =
(@,8,2,) 27Thz(t—t’)e

si ottiene facilmente

Applichiamo questo risultato ad una particella descritta all’istante iniziale ¢ = 0 da un pacchetto
d’onda gaussiano

1 22
w(x7t/ = 0) = W elkoxim (23)
h

corrispondente ad una indeterminazione sulla posizione Az = A e sull'impulso Ap = k.
Al tempo t avremo

“+o0
P(z,t) = / dx’ U(z,t,x’,0)(x',0) =

— 00

1 +o0 2 m(z—a)2
= — _m_ dx’ elkowlffAz "
A2 \ 27t J_

L’integrale puo essere calcolato utilizzando ancora la formula (2.2), ponendo

a:i,ﬁ e ﬂ:z(kof@)

4A2  2ht ht
Si ottiene
1 [ m [T ame? B2
"(/}(fﬂ,t) = < AT STt a e 2ht @da —
]. ﬁ+ ima?
= Q4o 2ht

VVRATT (1 +151)
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Calcoliamo ’esponente:

S ) M .
do 20t 4A? (1 +15057) s7iae 2ht
mx 2 X3 max
— (5 —ho)” BHAS 4 e AN (140 0s)

402 (1 + Z2£Z2>

2 20hitA? _ 2mz
T T ko (ko ht ) _

402 (1 + ’27222)

22y (2 )

_ 2m —
R
4A2 (1 + ZthAQ)
2 2
_ caPponto o (Bh)' obele oy (B)T 4 AR py (o - Bol)
= i ht -
4A2 (1+22mA2) 4A2 (1+7’2mA2)
_ (e —pot/m)’ Zm(xzw)
= h
87 (gt T\ am
L’espressione finale per il pacchetto gaussiano al tempo t e
1 ,MHPTO(QF rot)

o 18%(1ig My )

¢(9ﬂat) =

VAT (14 10t

Questa espressione mostra che il pacchetto d’onda si sposta come un’onda piana di energia
E = p%/2m, modulata da un pacchetto gaussiano il cui valore di picco si sposta con z = pot/m,
il valore medio della posizione. Il valore medio dell’impulso rimane < p >= po = hkg. Infine,
la distribuzione di probabilita per la posizione, che si ricava dal modulo quadro della funzione
d’onda, mostra che 'incertezza sulla posizione varia nel tempo con la legge

h2t2

dando luogo al fenomeno conosciuto come allargamento del pacchetto d’onda.

2.3 Primi esercizi

Tllustriamo il significato della funzione d’onda con alcuni esempi semplici.

Esercizio 1)
Di una particella che si muove su un asse si sa che

e ha impulso di modulo p,
e si ha la stessa probabilita di trovarla con impulso diretto nei due versi opposti.

E corretto affermare che la funzione d’onda ¢ data da
@) = N [ +e7 5]

con N costante di normalizzazione?
Soluzione. La risposta € negativa poiché le condizioni date non sono sufficienti a fissare la fase
relativa tra le due autofunzioni corrispondenti a p e —p.
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Esercizio 2)
Si sa che ad un certo istante una particella & descritta dalla funzione d’onda

Y(x) = Asin kz.

Si puo concludere che si tratta di una particella libera?

Soluzione. La funzione d’onda e la sovrapposizione di due autofunzioni dell’impulso corrispon-
denti ad autovalori opposti. Essa potrebbe essere un’autofunzione di un’Hamiltoniano in assenza
di potenziale. Ciononostante occorre ricordare che la funzione d’onda specifica lo stato di un
sistema, non la dinamica del sistema stesso. Questa e, invece, specificata dall’Hamiltoniano,
che, in questo caso, non ¢ noto.

Esercizio 3)
La funzione d’onda di una particella libera di massa m

Y(x) = A coskx

descrive uno stato di impulso definito?
Soluzione. La risposta ¢ negativa. Infatti

A 1ka k
x)=— [T +e "
v(r) =75 [ ]
rappresenta la sovrapposizione di due stati con impulso p = hk e p = —hk. Poiche essi hanno
, 2
uguali ampiezze sono equiprobabili. E definita invece I'energia £ = 2.

Esercizio 4)
Calcolare il valor medio dell’impulso per lo stato

PoT

P(z) = p(x)e’ 7,

dove ¢(x) & una funzione reale ed & normalizzata.
Soluzione. Poiché ¢(x), e quindi anche (z), & normalizzata abbiamo che

lim ¢(z) =0.

r—>+o0

Quindi:

<p>

[T aew (~ht) o) =

— 00

+oo
- / dz o(z) e [di(x)e”‘%+;po¢<x>e’p% -
oo x

+oo T +oo
= o o) 2 1, | e -

th (T2 do*(x
= = dg ——22 =
2/ * dx +Po
_h
2

— 00

[6%()] 7%+ po = po
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2.4 Equazione di continuita per la probabilita

Ricordiamo che il fatto che la carica elettrica sia conservata localmente si esprime tramite
I'equazione di continuita della corrente elettrica:

op(r,t) S =
o = V) (2.4)

dove p(7,t) e j(F,t) sono, rispettivamente, la densita di carica e la densita di corrente.
Il suo significato fisico diventa evidente integrando entrambi i membri su un qualsiasi volume
V delimitato da una superficie S. Utilizzando il teorema di Gauss si ottiene:

o [ owoer=— [ 9-jeoer =~ [ -3
14 \4 S

1l significato dell’equazione di continuita per i fenomeni elettrici e, dunque, che qualsiasi varia-
zione della quantita di carica presente in un volume V' & connesso ad un passaggio di corrente
attraverso la sua frontiera. Questa equazione & valida per ogni grandezza per la quale esiste
una legge di conservazione.

In Meccanica Quantistica la norma della funzione d’onda

P(7,t) = [ (7, )2 = ¢* (7, 1) (7, 1)
¢ una densita di probabilita, nel senso che

P(7,t) d®r & la probabilitd di trovare la particella, il cui stato & descritto da 1, nel
volume d3r intorno al punto  all’istante t.

La dimensione di P ¢ (lunghezza)~3, quindi 1 ha dimensione (lunghezza)=/2. Alla v, e, di
conseguenza, a P, sono associate tutte le grandezze caratterizzanti la particella, come massa,
carica, ...; per questo motivo risulta necessario individuare anche in Meccanica Quantistica
una legge di continuita. A differenza dal caso classico, essa sara collegata all’interpretazione
probabilistica tipica dei fenomeni quantistici; parleremo quindi, ad esempio, non di densita di
carica, ma di densita di probabilita di carica. Dato che abbiamo gia una densita di probabilita,
& necessario definire una densita di corrente, o flusso, di probabilita.

Consideriamo ’equazione di Schrodinger e la sua complessa coniugata

WD I Geyi o v )

ot om
_m&ﬁ*(; t) _ _:f V2* (7, t) 4 V (F)ap* (7, 1) (25)

Moltiplichiamo la T equazione per ¢*, la II equazione per 1 e sottraiamo membro a membro:

o OV D] R
|0t ()T o ST = - [ (R OV ) — (VR (7 1)
O ED e = —Io [ O - (0T ()]
at ) - 2m b ) ) )
Abbiamo ottenuto cosi un’equazione di continuita
3P(T t) R
o = -V -j(7F,t) (2.6)
dove la densita di corrente di probabilita & definita come
20> h * [ = = — _ — = k(= _ E(\ * [ = - —
JE ) = 5 [ EOVEEED) — 0OV )] = S S@IEOVRED).  (27)

Alcune considerazioni a proposito di questa espressione:
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1. Dalla dimensione di P ricaviamo che j ha dimensione (lunghezza) 2 (tempo)™'; essa

rappresenta la quantita di probabilita che passa nell’unita di tempo attraverso l’area
unitaria posta perpendicolarmente alla direzione di j(7,t).

2. Se la funzione d’onda ¢ reale, ad essa non ¢ associata alcuna corrente.

3. Fenomeni anelastici, nei quali vi & un assorbimento di materia o carica, possono essere
simulati mediante potenziali complessi. Nell’equazione (2.5) al posto di V' ci sara il suo
complesso coniugato e, di conseguenza, I’equazione (2.6) risulta violata.

4. j(7,t) & una quantita fisica e, di conseguenza, deve essere non singolare. Requisito, dun-
que, per la funzione d’onda 1(7,t) & che essa sia continua con la sua derivata prima o,
equivalentemente, con la sua derivata logaritmica.

Consideriamo il caso di una particella libera descritta da un’autofunzione dell’impulso corri-
spondente all’autovalore p. Generalizzando quanto abbiamo visto nel caso unidimensionale,
essa ¢ anche autofunzione dell’energia (cinetica) corrispondente all’autovalore E = p?/2m. Per-
tanto la sua espressione in funzione del tempo & data, lasciando indeterminata la costante di
normalizzazione, da

pr—E

Yp(7t) = Cerl )

Il termine dipendente dal tempo non da contributo e la densita di probabilita ¢ una costante
pari a |C]?, mentre la densita di corrente &

S

T h R P TR 1 D2 2
t)=— |C*e™" R C—¢e'"F +Ce"F C*"—e "% | = —|C]" =9|C 2.8
J(7t) 5o e e tCe 5 e mll u|C]| (2.8)

Otteniamo cosi

cioe la stessa relazione valida per le cariche elettriche. Notiamo che, dato che P e j sono
costanti, in questo caso ’equazione di continuita ¢ trivialmente verificata. Come gia sappiamo
le autofunzioni dell’impulso sono non normalizzabili, per cui il significato probabilistico a rigore
perde di significato. Tuttavia possiamo ancora utilizzarlo se ricorriamo alla probabilita relativa

definendo
Ip [ (7 1) [2d*r
Jp [0(7, ) [2d3r

come probabilita di trovare la particella nel dominio D rispetto a quella di trovarla in D’.

3

2.5 Potenziali quadrati

La soluzione dell’equazione di Schréodinger presenta difficolta anche nel caso di energia potenziale
modellata da funzioni elementari. Il comportamento delle soluzioni puo essere, tuttavia, intuito
a partire da una classe di potenziali semplici, i potenziali quadrati. Essi sono costituiti da
funzioni costanti ovunque esclusi alcuni punti di discontinuita.

Come abbiamo visto studiando la corrente di probabilita, la funzione d’onda deve essere continua
con la sua derivata prima. Possiamo quindi risolvere I’equazione in ciascuna delle regioni nelle
quali il potenziale & costante e, successivamente, imporre, in ciascun punto di discontinuita del
potenziale, che limite destro e limite sinistro della funzione d’onda e della sua derivata prima
assumano lo stesso valore. Nelle regioni di potenziale costante la soluzione e la stessa del caso
libero, come ¢ evidente, dato che I’energia ¢ definita a meno di una costante arbitraria.
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2.5.1 Gradino di potenziale

11 pin semplice potenziale quadrato e il gradino, definito da
| 0, perz<0;
V(z) = { Vo, per x > 0.

V(x)

Vo

Figura 2.1: 1l potenziale a gradino.

In Meccanica Classica una particella di energia fissata E incidente sul gradino ha un com-
portamento molto semplice. Se, ad esempio, viene inviata nel verso dell’asse x, essa si sposta

con velocita costante v pari a \/% finché la coordinata = & negativa, poi la sua velocita varia

2(E—Vp)

—. Questo accade se £ > Vj. In caso contra-

bruscamente assumendo il valore v’ =
rio non esiste possibilitd di moto nella regione degli z positivi, dato che la velocita v’ sarebbe
immaginaria, e la particella rimbalza all’indietro. Nel caso di particelle provenienti dal verso
opposto all’asse z, la loro energia deve essere maggiore di Vj ed esse, una volta giunte nella
posizione dell’origine aumentano in modulo la loro velocita, che passa da —v" a —wv.

Vediamo ora il comportamento quantistico degli stati di energia fissata E. Notiamo prima
di tutto che I'autovalore E deve essere positivo, dato che, come sappiamo, esso deve essere
maggiore del minimo del potenziale. Si evidenziano, inoltre, due regioni nelle quali il potenziale
¢ costante. Diciamo regione I quella del semiasse negativo e regione II quella del semiasse
positivo.

Regione 1

In questa regione I’equazione di Schrodinger si scrive:

B ()
Tom daz - 2V
cioe )
d*y(x) 2
T K y(),
dove
2mE

La soluzione generale & data da una combinazione lineare dei due integrali linearmente indipen-
denti della particella libera (2.1):

Y(z) = ™ 4 Re™*h” (2.9)
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dove abbiamo posto uguale a 1 il coefficiente dell’onda piana che si propaga verso destra.
Il primo termine viene detto onda (piana) incidente e il secondo onda (piana) riflessa. Per
comprendere il significato fisico di questa soluzione calcoliamo la corrispondente corrente di
probabilita usando la (2.7), tenendo conto del fatto che in questo caso non vi & dipendenza dal
tempo e siamo in presenza di una sola dimensione.

h d ho

- oy e —_ —ikx * _akx tkr —ikx
jx) = - S(v* () dxz/J(a:)) i [(e + R*e"™) (1ke kRe™"")]
hk —ikx * rkx 1kx —ikx hk 2 * ik —21kx
= E%[(e T 4+ R*e"™) (" — Re ')]:E%(1—|R| + R*e*"* — Re™ M)
hk

= (1-|R?)=v-1—v-|R]
m

La densita di corrente di probabilita ¢ composta, pertanto, di due termini costanti: il primo
rappresenta una densita di corrente di probabilita che si propaga con velocita v da sinistra verso
destra e il secondo una densita di corrente che si propaga con velocita opposta. Ricordando
quanto abbiamo detto sul significato di je rapportandolo al fatto che ora siamo in una dimen-
sione (la funzione d’onda ora ha dimensione (lunghezza)~'/?), si tratta rispettivamente di una
densita di corrente di 1 particella e di | R|? particelle al secondo che attraversano ciascun punto.
Regione 11

In questa regione I'equazione di Schrodinger si scrive:

B Yz
“om dx(Q ) +Vou(z) = E¢(2),
cioe 2 (@)
T
(;/;2 + k’Qw(l‘) =0,
dove
W 2m(E — V) 7;17 muv’

h? h h
Abbiamo ora due possibilita a seconda se F sia maggiore o minore di Vj.
Caso F >V
In questo caso k' & reale. Ancora una volta la soluzione generale ¢ del tipo

P(z) = Te*'® 4 Gk’ (2.10)

conT e S costanti. Se vogliamo che la soluzione descriva una situazione fisicamente riproducibile
poniamo S = 0. Non calcoleremo, quindi I'integrale generale dell’equazione, ma una soluzione
particolare corrispondente a particelle che sono inviate da sinistra verso destra da x = —oc.
Consideriamo, pertanto,

W(z) = Te™*'™. (2.11)

che corrisponde ad una densitd di corrente di v’ - |T'|? particelle che passano per ciascun punto
della regione II al secondo. Per determinare i coefficienti R e T ricordiamo che la funzione
d’onda e la sua derivata prima devono essere continue ovunque, in particolare nel punto x =0
di frontiera tra le due regioni I e II. Otteniamo cosi il sistema lineare di due equazioni

1+R=T
k(1 — R) ='T
che ha soluzione
k—k
E o= k4K
2k
T =

k+ Kk
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Dai valori di R e T otteniamo le correnti

k—k\>
2
’U|R| = v <k/’-i—k/>
4k?
/T2 — / .
v| | v (k—‘rk’/)2

E facile verificare che, dato che:
o(l—|R[?) ='|TP,

la corrente ¢ la stessa nelle due regioni.
Terminiamo lo studio di questo caso con le seguenti considerazioni:

e nel limite £ > 0, cio¢ per k — k', |[R|> — 0 e |T|*> — 1, confermando l'intuizione
che a grande energia la presenza del gradino puo essere trascurata rispetto alla situazione
della particella libera.

e in generale, invece, emerge una importante novita rispetto al comportamento classico
delle particelle: la presenza di una perturbazione nel potenziale genera una probabilita
finita di riflessione all’indietro della particella. Il comportamento ¢ analogo a quello che
avviene in ottica, dove un cambiamento dell’indice di rifrazione genera un’onda riflessa.
Di fatto, per onde monocromatiche, una volta eliminata la dipendenza dal tempo, ¢ la
stessa equazione che governa i due fenomeni con il termine 2m(V — E)/h? che prende il
posto del termine k?/c?, dove c & la velocita di propagazione delle onde elettromagnetiche,
funzione dell’indice di rifrazione.

Caso E < Vj Notiamo che, essendo E — Vj < 0, risulta

2m(E -V
k? = 2m(E = Vo) 2 o) _ (1x)*>  dove @ x=

2m(VO - E) N L.
— 7z ¢ reale e positivo

Possiamo riscrivere ’equazione di Schréodinger nella forma:

d*y()

dx?

— () =0, (2.12)
il cui integrale generale & ancora del tipo (2.10), ma con esponenti reali:
(x) = Te™X* + SeX®, (2.13)

Notiamo ora che, dato che la regione II si estende verso x = +o0, il secondo termine non e
accettabile perché diverge in questo limite. Avremo, pertanto,

Y(x) =Te X7, (2.14)

Risolvendo ora il nuovo sistema che si ottiene imponendo le condizioni di continuita o, piu
semplicemente, con la sostituzione 1k’ — —y, otteniamo i due coefficienti R e T

R o_ k—ax
k+ax
T = 2k .
k+x

In questo caso possiamo notare che:

e R ha modulo 1, mentre, poiché nella regione II la funzione d’onda & reale, la corrente e
nulla; per questo la corrente riflessa € uguale a quella incidente e tutte le particelle, come
accade in meccanica classica, tornano indietro.
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e Contrariamente, invece, a quanto accade in meccanica classica per la quale non vi sono
particelle nella regione IT in quanto ’energia cinetica diventerebbe negativa, abbiamo una
probabilita non nulla di trovare particelle nella regione x > 0.

In entrambi i casi £ > Vy e E < Vj lenergia puo assumere qualsiasi valore positivo, quindi
lo spettro dell’energia per questo potenziale e positivo. Tuttavia nei due casi la degenerazione
degli autovalori ¢ differente.

E > Vy. In questo caso lo spettro ¢ doppiamente degenere. Infatti, anche se abbiamo trovato
una sola soluzione del problema, cio € la conseguenza del fatto di aver posto il coefliciente
S = 0, in modo da riprodurre una situazione fisicamente riproducibile. Esiste, tuttavia,
una soluzione linearmente indipendente da questa, corrispondente all’invio di particelle
in direzione opposta all’asse x.

E < Vj. In questo caso, invece, abbiamo dovuto porre S = 0 perché altrimenti avremmo avu-
to una soluzione divergente all’infinito. Uno dei due integrali linearmente indipendenti
dell’equazione agli autovalori non fa parte dello spazio delle funzioni d’onda accettabili
fisicamente e, di conseguenza, gli autovalori compresi tra 0 e V; sono non degeneri.

2.5.2 Particella vincolata su un segmento

Come in Meccanica classica, una particella che vincolata a muoversi su un segmento puo essere
descritta tramite il potenziale:

0, per 0 < x < L;
400, altrove.

Viz) = {

Facciamo vedere che, effettivamente, la funzione d’onda della regione & diversa da zero solo per
0 < z < L. Consideriamo ad esempio, la regione = > L. Dato che qui il potenziale & infinito,
esso e superiore a qualsiasi autovalore E dell’energia noi possiamo fissare. Per questo potremo
risolvere 'equazione di Schrodinger supponendo che in questa regione il potenziale abbia un
valore costante V;; > E e poi prendere il limite della soluzione per V; — oo. Siamo nella

V(x)

Figura 2.2: La particella vincolata su un segmento equivale ad un pozzo infinito di potenziale.

stessa situazione del problema precedente quando si considera il caso E < V| per la regione II.

Abbiamo quindi un’unica soluzione
Y(x) =Te X7,
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Se adesso consideriamo il limite V; — 0o, abbiamo

. . 2m(Vo — E) )
th)linoc X = Vgli)noo T = too — Vilinoo dj(x) =0

Quindi per x > L la funzione d’onda si annulla e analogo ragionamento puo essere ripetuto
nella regione x < 0.

Non ci resta che risolvere ’equazione di Schrédinger nella regione 0 < & < L e poi imporre
che la funzione d’onda si annulli agli estremi del segmento. In questa regione la particella
¢ libera e potremmo considerare come soluzioni linearmente indipendenti le due onde piane
dirette in verso opposto. Per comodita di calcolo, consideriamo invece, come integrale generale,

la soluzione
Y(x) = A sin(kz + 9) dove k =1/ 2212E.

La condizione di annullamento in = 0 comporta

6 =0,
mentre, applicando la stessa condizione in x = L, abbiamo

2mE
kL = %L:mr dove n=12---

Da questa relazione si ricava che gli autovalori dell’energia sono dati da:

h2m2n?

n—ﬁ dove n:172,"'
m

Quando, come in questo caso, gli autovalori dell’energia sono discreti, essi sono anche denominati
livelli di energia.
Infine determiniamo A normalizzando le autofunzioni:

L 2 L 2
A 2 AL /2
1:/0 dx |A]? Sinznzx:|2|/0 dz (1—005 ngm:) = | |2 = A= IR

a meno del fattore di fase arbitrario. Pertanto le autofunzioni normalizzate sono date da

2
wn(az)zwzsin? con n=12---

nella regione x € [0, L] e nulle altrove.
In conclusione lo spettro dell’energia ¢ discreto e gli autovalori sono tutti non degeneri.

2.5.3 Buca di potenziale

Consideriamo, ora, una buca di potenziale le cui pareti sono finite:

_ 0, per |z| > a;
Viz) = { —Vo, per |z| < a.

In Meccanica Classica distinguiamo due intervalli dell’energia nei quali il moto ha diverse
caratteristiche. Se —Vj < E < 0 la particella si muove a velocitd costante in modulo v/ =

1/ w avanti e indietro tra le pareti della buca. Se, invece, E > 0 la particella viaggia

in uno dei due versi assumendo velocita di modulo pari a v = \/% all’esterno della buca e

2(E+V, .
v =4/ (%0) > v all’interno.
Anche in Meccanica Quantistica occorre distinguere i due casi. Consideriamo prima il
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V(x)

- VO

Figura 2.3: Buca di potenziale.

Caso F >0
Introduciamo i numeri d’onda k e k’ relativi alle regioni nelle quali il potenziale & costante.

[2mE [2m(E + V)
k = ? (] kl = T

Procedendo come nel caso del gradino, possiamo scrivere le soluzioni nelle 3 regioni a potenziale
costante nella forma

etk 4 Re*””, per z < —a;
Y(x) =< Ae®'* 4 Bem¥'*  per |z| < a; (2.15)
Tetke, per x > a.

Ancora una volta non abbiamo considerato I'integrale generale, ma abbiamo imposto la condi-
zione a contorno che la soluzione rappresenti il moto di una particella proveniente da sinistra
che, interagendo con la buca, possa essere riflessa o trasmessa. La corrente di probabilita nelle
3 regioni e pari a

%/— % |R|2,/ per x < —a;
)= 4 AP = B2 per fo] <
bk T2, per = > a.

I coefficienti R, A, B e T, possono essere ricavati imponendo le condizioni di continuita della
funzione d’onda e della sua derivata nei punti di confine tra le regioni di potenziale costante, a
e —a. Si hanno le seguenti equazioni:

etk | petka Ae—K'a 4 Betk'a
k(e — Rett) zk’(Ae_lkl“ - Belk/a)
Aet'e 4 BemtKe = petke
k' (AR — Bem ey = fTetke

Risolto il sistema, troviamo per R e T le seguenti espressioni

i(k'? — k?)sin 2k'a
R = e ke i 2.16
¢ 2kk’ cos 2k’a — 1(k'? + k?) sin 2k’a (2.16)
2kK
T = e 2the (2.17)

2kk’ cos 2k’a — 1(k'? + k2) sin 2k’a

Queste relazioni consentono di verificare che la corrente di probabilita e la stessa in ogni regione.
Possiamo concludere lo studio di questo caso con le seguenti considerazioni:
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e Notiamo che

ITJ? o (kk')? = <2rgl> E(E+Vy)  mentre R oc (K —}%)° = (

2mV0 2
h2 '
Pertanto, nel limite di alte energie, £ > V), abbiamo

2mE 2mV,
kkw%»% — [T > |R|?

e quindi la riflessione & trascurabile.
e Nel limite di basse energie, invece, T'— 0 ed ¢ la trasmissione ad essere trascurabile.

e R & anche proporzionale a sin 2k’a, pertanto la riflessione si annulla ogni volta che

o e BN
2a h? 4a?
cioe per valori dell’energia
n?n?h?
E,=-Vo+ ——0.
0t 8ma?

Si tratta di un fenomeno detto Risonanza di Trasmissione, osservata per la prima volta da
Ramsauer e Towsend nell’urto tra elettroni di bassissima energia (~ 0.1eV') su gas nobili. Un
effetto simile & noto in ottica (lamine sottili) e viene utilizzato per migliorare la trasmissione
della luce attraverso le lenti. Nel linguaggio ondulatorio possiamo dire di essere in presenza di
un’interferenza distruttiva delle onde riflesse dai bordi della buca, che diventa massima quando
la lunghezza d’onda A = 27/k assume dei particolari valori correlati alle caratteristiche della
buca.

Da quanto visto possiamo concludere che per E > 0 lo spettro dell’energia & continuo e
doppiamente degenere.
Consideriamo ora il caso in cui ’energia negativa.

Caso 0> FE > -V
Nelle due regioni |z| > a, a destra e a sinistra della buca, siamo in presenza, come nel caso
E < Vj per il gradino, di un equazione del tipo (2.12) che ha come integrale generale

2mE
Y(x) = 16X 4 coe™ X7, dove Y2 = _AME 0

Per evitare divergenze della funzione d’onda, nella regione di sinistra dovremo considerare solo
il primo dei due termini e nella regione di destra solo il secondo. La funzione d’onda si presenta,
nelle varie regioni, nella forma:

c1eX?, per x < —a;
P(x) =< Acosk’z + Bsink'z, per |z| < a;
coe™XE, per z > a,

dove, nella regione centrale, ho scelto come integrale generale una combinazione di funzioni
reali (seni e coseni), invece degli esponenziali complessi.

Imponendo le condizioni di continuita della funzione d’onda e della sua derivata, si ottiene il
sistema di equazioni

c1e X% = Acosk’a— Bsink'a
cixe X* = Ak'sink’a + Bk’ cosk’a
coe X% = Acosk’a+ Bsink'a

—coxe X* = —Ak'sink’a+ Bk cosk’a
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Ricaviamo c¢; e ¢y dalla prima e dalla terza equazione e sostituiamo i loro valori nella seconda
e quarta, si ottengono le due equazioni che devono consentire di calcolare A e B:

Asink’a — Bceosk'a
= K 2.1
X Acosk’a+ Bsink'a (2.18)
,Asink’a + Bcosk'a

= k 2.19
X Acosk’a — Bsink'a ( )

Notiamo che, se uguagliamo i secondi membri, troviamo che, perché le due equazioni siano
compatibili, deve verificarsi
AB = 0.

Possiamo distinguere, quindi, due tipi di soluzioni

e Caso B=0. Dal sistema vediamo che ¢; = c5 e la soluzione nella regione centrale e
Y(xz) = Acosk’x. Complessivamente la soluzione & una funzione pari di z.

e Caso A=0. Dal sistema vediamo che ¢; = —cy e la soluzione nella regione centrale e
¥(z) = Bsink’z. Complessivamente la soluzione & una funzione dispari di z.

Autofunzioni pari. Se poniamo B = 0 nelle equazioni (2.18) otteniamo
x = k' tank’a

che, tenendo conto della relazione che lega y e k’

—2mE  2mV,
2 _ 0 2
X'= g = T -k, (2.20)
puo essere riscritta nella forma
N2 L2
— =tanz
z
dove )
2mVpa
2\ = T; e z=FkKa
sono entrambe quantita positive. L’energia F, in termini della nuova variabile z, ¢ data da
h222
E=——-1,. 2.21
2ma? 0 ( )

Trattandosi di un’equazione trascendente possiamo studiarla qualitativamente utilizzando un
grafico nel quale riportiamo le due funzioni a primo e secondo membro in funzione della variabile
z. I valori di z dei punti di intersezione tra le due curve consentono di determinare gli autovalori
dell’energia dato che, dalla relazione (2.20), Nella figura 2.4 mostriamo nel I quadrante (I'unico

ad essere coinvolto) gli archi relativi alla tangente e le curve di 7“\2_22 al variare del parametro

. . 2 .
A. Queste ultime intersecano l'asse z nel punto 2, = A = ngéo“ . Notiamo che

e al crescere di A il numero di intersezioni fra le due curve, e quindi di autovalori dell’energia,
aumenta, ma, per quanto \ sia piccolo, ve ne € sempre almeno uno;

e nel limite A\ — oo, cioe Vj — oo le intersezioni si spostano verso
1 s
zn:(n+§)7r:(2n+1)§ con n=20,1,.--

riportandoci ai risultati per il pozzo di potenziale infinito per n dispari (tener conto della
sostituzione 2a — L).
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£(z)

10

A=1.

3n 5n 7
2 2

Figura 2.4: Ricerca grafica dei livelli di energia per le autofunzioni pari.

Autofunzioni dispari. Ponendo, invece, A = 0 nelle equazioni (2.18) otteniamo I’equazione
/ ’ ’ / ™
x = —k'cotk'a = k' tan(k'a + 5),
la quale, usando le variabili gia definite, diventa

A2 — 22 fan( Jr7r)
—— =tan(z + —
z 2

Le soluzioni possono essere trovate, anche in questo caso, graficamente, come possiamo vedere
nella figura 2.4. Notiamo che

e per A < m/2 non si hanno soluzioni per questo tipo di autofunzioni;
e al crescere di A il numero di intersezioni, e quindi di autovalori dell’energia, aumenta;

e nel limite A\ — oo, cioe Vj — 0o le intersezioni si spostano verso

7r
zn:mrz2n§ con n=12---

e coincidono con i risultati per il pozzo di potenziale infinito per n pari (tener conto della
sostituzione 2a — L).

e essendo dispari queste soluzioni si azzerano nell’origine, cosa che si avrebbe se il potenziale
fosse dato da:
0, per z < 0;
V(z)= ;
() {VO, perOo<z<a. ’
quindi questo potenziale ha autofunzioni dell’energia coincidenti con quelle dispari della

buca.

Tenendo presente entrambe le figure, possiamo notare che al crescere di A, che & proporzionale
al prodotto Vpa?, si ottiene un primo autovalore dell’energia corrispondente a un’autofunzione
pari, poi emerge anche un secondo autovalore corrispondente a un’autofunzione dispari e cosi
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£(z)
10 |
8L
6L
a4l
231:1
. z
s 7
2 2

Figura 2.5: Ricerca grafica dei livelli di energia per le autofunzioni dispari.

via, alternando soluzioni pari e soluzioni dispari. Vedremo che questo € un comportamento
generale legato alla simmetria del potenziale. Nel nostro caso, se

A€ [(n—l)g,ng[,

si hanno n livelli di energia e 'autofunzione corrispondente all’autovalore n-simo ha parita
(_1)(71-&—1).

Notiamo anche che, in ciascuno dei due casi (B =0e A = 0) i coefficienti ¢; e ¢y risultano

determinati a meno dell’altro coefficiente (A o B rispettivamente). Questo coefficiente residuo
puo essere fissato, a meno di una fase, tramite la normalizzazione. Per quanto riguarda lo
spettro possiamo dire che in questo intervallo di energie esso e discreto, mentre le autofunzioni
si annullano esponenzialmente all’infinito e rappresentano il corrispondente quantistico delle
orbite classiche limitate ad una regione dello spazio. Questi stati, che abbiamo gia incontrato
nel pozzo di potenziale, sono detti stati legati.
Come si e detto, vi € sempre uno stato legato corrispondente ad un autofunzione pari. Questo
comporta che esiste almeno uno stato legato per qualsiasi buca di potenziale V' (x) di forma
arbitraria. Infatti & sempre possibile maggiorare V() con un potenziale V(x) rettangolare;
detta 1o (x) Vautofunzione dell’energia dello stato fondamentale di V' (z), risulta

(i + i) < (o

e, perché un operatore abbia un valore di attesa negativo, deve esserci almeno un autovalore
negativo, cioe uno stato legato.

2

2
p —
i +V(x)

p
5 TV (@)

1/)0> <0, (2.22)

2.5.4 Barriera di potenziale

Consideriamo il potenziale

_ [0, perlz[>aq
Viz) = { Vo, per |z| < a.

e supponiamo che, come nei casi precedenti, su di esso incidano delle particelle di fissata energia
provenienti da x = —oo.
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In meccanica classica distinguiamo due casi: le particelle con energia F < V| giunte nella
posizione x = —a invertono il moto, mentre quelle con energia E > Vj rallentano nel tratto
compreso tra —a e a, assumendo poi di nuovo la velocita iniziale.

V(x)

Vo

Figura 2.6: Barriera di potenziale.

Anche in meccanica quantistica dobbiamo distinguere gli stessi casi (dato che I'equazione di
Schrodinger ha differenti soluzioni), ma troveremo comportamenti completamente diversi.

Caso E > V)

Osserviamo che, dato che nelle tre regioni dell’asse x ’energia ¢ maggiore del potenziale, pos-
siamo utilizzare i risultati gia visti per la buca di potenziale nella situazione analoga, cioé per
E>0. E sufficiente, a tal fine, effettuare la sostituzione Vo — —Vp, cioe k' = 4/ w —

k= w Con questa sostituzione abbiamo immediatamente i coefficienti R e T relati-

vi alle correnti di riflessione e trasmissione. Sostanzialmente non abbiamo risultati nuovi e lo
spettro dell’energia si presenta continuo e doppiamente degenere.

Caso 0 < E <V

Questo caso ¢ piu interessante, perché introduce un fenomeno nuovo rispetto alla Meccanica
Classica. Consideriamo, infatti, la soluzione dell’equazione di Schrédinger corrispondente ad
una particella proveniente da sinistra

e + Re™***  per z < —a;
P(x) =< AeX* + Be X*  per |z| < a;
Tetke per x > a.

Questa soluzione & la stessa trovata per la buca (2.15), salvo le sostituzioni Vy — =V e 1k’ — x

om(Vo—E L. . . . N .
(con x = 4/ % reale e positivo). Quest’ultima sostituzione ¢ necessaria dato che nella
regione |z| < a lequazione ha soluzioni con esponenti reali. Possiamo, quindi, effettuare le

suddette sostituzioni direttamente sui risultati. In particolare il coefficiente di trasmissione T’
¢ dato da
2k(—1x)
2k(—ux) cos 2(—1x)a — 2((—ux)? + k?) sin2(—ux)a

e, tenendo conto delle relazioni

T = e—2lk:a

cosx = coshx e sin2xr = ¢sinh z,

otteniamo
2kx

T = ef2lk:a .
2kx cosh 2xa — 1(k? — x?) sinh 2xa
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La densita di corrente di probabilita al di la della barriera ¢ data dal prodotto di % per il
modulo quadro di T', che & pari a

T = i (2kx)? -
4k2x2 cosh” 2ya + (k% — x2)? sinh” 2ya
_ (2kx)?
B 4k2x2(1 + sinh? 2ya) + (k2 — x2)2 sinh? 2ya
(2kx)*

(k2 + x2)2 sinh® 2xa + (2ky)?

Questa espressione, che rappresenta anche il rapporto tra la densita di corrente trasmessa
e quella incidente sulla barriera (che & pari a %), ¢ sicuramente positiva e ci dice che in
meccanica quantistica, contrariamente alla soluzione classica, si presenta sempre una probabilita
di attraversamento di una barriera di potenziale. Questo fenomeno viene detto effetto Tunnel
ed e all’origine di importanti applicazioni.

Al fine di determinare un’espressione nel caso di potenziali piu realistici (non risolubili
esattamente), notiamo che quando il termine ya & grande, possiamo approssimare ’espressione
precedente con ,

2 o (4kX) —4xa
|T|* ~ 2+ 2)2 e . (2.23)

Prendendo il logaritmo naturale abbiamo

(4kx)

ln ‘T|2 ~ 74XCL =+ 2111 W

~ —4ya,

supponendo di essere in una situazione in cui il termine logaritmico possa essere trascurato.
Possiamo approssimare una barriera di potenziale continua con una seguenza di barriere qua-

V(x)

S -,

Figura 2.7: Discretizzazione di una barriera di potenziale.

drate. Ad ogni i-sima barriera la densita di corrente trasmessa viene smorzata di un fattore
|T;|? per cui
T2~ |12 2 (T o~ [T
i
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Per il logaritmo si ha
In |T|* ~ Zln IT;|? = Zlnefzx'h = Z(—ZX - Axy)

dove Ax; € la larghezza della i-sima barriera. Nel limite Axz; — 0:

In |T? ~ —2/da:X = —2/dx\/W

dove l'integrale ¢ esteso alla regione in cui V(x) > E e la radice nell’integrando & reale. Alcune
approssimazioni fatte non sono completamente giustificate: ad esempio la (2.23), ottenuta per

2m(Vo—FE
(%=E)

x grande, non ¢ valida nella regione di inversione del moto classico dove y = a

a 0. Inoltre V(x) deve essere lentamente variabile, altrimenti I’approssimazione della somma
con un integrale & valida solo per Az = 2a tanto piccoli da pregiudicare ancora una volta
Papprossimazione (2.23). Tuttavia, questa stessa espressione pud essere trovata con il metodo
WKB, che sara studiato in seguito, e che consente un maggiore controllo delle approssimazioni
di calcolo.
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Capitolo 3

Proprieta generali dell’Equazione
di Schrodinger in una dimensione

In questo capitolo forniremo gli strumenti matematici che consentono di individuare, a parti-
re dalle proprieta del potenziale, il comportamento generale delle soluzioni dell’equazione di
Schrodinger. Risultera evidente che larga parte di tale comportamento & prevedibile in base
allo studio dei potenziali quadrati.

Bibliografia: il testo di riferimento per questa parte e il cap. III, parte II, par. 8-14 del Messiah
vol. T [3].

3.1 Teorema del Wronskiano

Alla base di molte delle proprieta che discuteremo vi € il teorema del Wronskiano insieme ad
alcuni suoi corollari. Per semplificare la notazione, consideriamo ’equazione

y"(2) + e = U(@)ly(z) = 0 (3.1)
che si ottiene dall’equazione di Schrodinger ponendo
2mE 2mV (x)

Supporremo che U(z) sia limitato inferiormente e che abbia al piti discontinuita di I specie.
11 Wronskiano di due funzioni y;(x) e ya(z) ¢ definito come

/ /
W (y1,y2) = y1vs — Y192 = Y1y2 <Z§ - Zi) = Y1Y2 % In (3?) (3:3)
I1 Wronskiano & una funzione di z e dalla (3.3) si ricava che
e se W(z) =0, y1 e y2 hanno la stessa derivata logaritmica in Z;
e se W(x) =0Vz, y1 e y2 sono multiple una dell’altra.
Teorema del Wronskiano
Siano z; e z9 due soluzioni delle equazioni
21"+ Fi(x)zy = 0 (3.4)
29" + Fa(x)zg = 0 (3.5)

Dato un intervallo (a,b) in cui Fy(z) e Fy(z) sono continue o hanno al piu di-
scontinuitd di I specie, la variazione del Wronskiano nell’intervallo (a,b) & data

da
b

W (21, 22) |2 = / dx [Fy(z) — Fa(x)] 21 (2) 22() (3.6)

25
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Dimostrazione
Moltiplicando la 3.4 per zo, la 3.5 per z; e sottraendo membro a membro otteniamo
aw
(z221” — 21 22”) + (Fi(x) — Fa(x))z120 =0 = _E“F(Fl(x) — F3(2))2122 =0

e integrando sull’intervallo (a, ) si ottiene il risultato cercato.

C.v.D

Da questo teorema derivano alcuni corollari. I primi due sono di dimostrazione immediata.

Corollario I

Dette y1 e y2 due soluzioni dell’equazione (3.1) corrispondenti agli autovalori €; e €,
si ha, per ogni intervallo (a,b) compreso nel dominio di definizione delle soluzioni:

b
W@Mmmz@rwm/dmmmmm> (3.7)

Corollario IT

Dette y e z due soluzioni dell’equazione (3.1) corrispondenti allo stesso autovalore
€, il Wronskiano & costante:

W (y, z) = costante (3.8)

Corollario III

Detta y(z;€) la soluzione dell’equazione (3.1) la cui derivata logaritmica f(z;€) ha
un valore fissato f, in © = a. Considerata come funzione di €, f(z;€) & una funzione
monotona, crescente se x < a e decrescente se x > a e la sua derivata vale

af(x;e)_i 1 o, .
oo =~ | o (3.9)

Dimostrazione

Notiamo che, per ogni € fissato, la soluzione dell’equazione (3.1) & completamente determinata
se si conoscono i valori della funzione e della sua derivata prima in un punto x = a. Sia y(z;e€)
questa funzione:

y(aie) =ya  y'(ae) =y,

Facciamo ora wvariare € mantenendo invariate queste condizioni. A una variazione de di €
corrispondera una variazione dy di y. Per il corollario I, trascurando infinitesimi superiori
al primo:

W@w+@m:f&/%w%» (3.10)

a

Notiamo ora che, per l'ipotesi fatta sulle soluzioni:
Wy, y+0y)la =0

mentre per ogni altro valore di x:

/

W (y,y+ 0y)le = y(y +6y) —y'(y + 6y) = yéy' — 'y = y* 5(%) =y?of.

Della (3.10) si ottiene
y?6f = —de / dt y?(t)

e quindi la tesi (3.9), assieme alle conseguenti proprieta di monotonia in € della f.
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C.Vv.D

Possiamo notare che dalla (3.9) deriva che f, come funzione di €, ha un comportamento simile
alla tangente o alla cotangente, con un asintoto verticale, in ogni punto in cui la y si annulla
(vedi figura 3.1). Notiamo, infine, che il corollario III si puo applicare anche per a = —oo (in
questo caso ogni punto al finito © > a = —oo e, pertanto, f(x;¢) & funzione decrescente di € e
per a = 400 (in questo caso ogni punto al finito © < a = +0o e, pertanto, f(x;¢€) & funzione
crescente di €.

f(x;€e)

x<a

Figura 3.1: Comportamento della derivata logaritmica negli zeri della funzione.

3.2 Comportamento asintotico delle soluzioni

Per i potenziali quadrati, il comportamento delle soluzioni dell’equazione (3.1) & molto diverso
a seconda del segno di E — V, cioe di € — U: se esso e positivo le soluzioni reali sono funzioni
oscillanti, combinazioni di onde piane, altrimenti abbiamo combinazioni di esponenziali con
esponenti reali. In quest’ultimo caso, se la regione di appartenenza delle soluzioni si estende
all’infinito, dobbiamo eliminare una delle soluzioni perche non accettabile fisicamente.

Una situazione analoga si presenta anche nel caso di potenziali che sono funzioni continue di x,
quando si studia ’andamento asintotico delle soluzioni.

Consideriamo solo il limite £ — 400, dato che nel limite opposto si ritrova un analogo compor-
tamento. Facciamo l’ipotesi che, in questo limite, e — U mantenga un segno costante a partire
da un certo punto xg. Si distinguono due casi a seconda del segno.

Caso I: 3z tale che Vz > zy : € > U(x).
Nell’ipotesi che
Uy = lim U(x) sia finito,

z—+oo
detto k = m, reale per ipotesi, si dimostra che
1. le soluzioni reali dell’equazione (3.1) restano limitate e oscillanti tra due valori opposti;
2. se U(z) tende U, pit rapidamente di %, si verifica il seguente comportamento asintotico:
y(z) =00 Ay sin(kz + ) (3.11)

dove A4 e ¢4 sono due costanti.
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Caso II: 3z tale che Vo >z : € < U(x).
Definiamo sempre
Up = lim Ulx),

T—r 400

ma questa volta non ha importanza che U, sia finito; supponiamo semplicemente che
U(av)—ezM2 >0Vx > xg.

Si dimostra che, nel limite x — oo,

1. esiste una sola soluzione particolare dell’equazione (3.1) che tende a 0 almeno come e~2;

2. tutte le altre soluzioni divergono almeno come e™?,
Le dimostrazioni riguardanti queste proprieta sono riportate nel par. 9 del cap. III, Messiah
vol. T [3].

3.3 Natura dello spettro degli autovalori

Definiamo
= 1 _= 1
Uy Jm U(x) e U m;@mU(x)
che possono essere finiti o +oc.
U e U_ dividono il dominio di € in tre regioni nelle quali lo spettro ha proprieta differenti.
Supponiamo ad esempio che sia Uy < U_, in modo che le tre regioni si presentano come in
figura 3.2.

V(x)

Figura 3.2: Le tre regioni dello spettro die

Regione I: U, < U_ < e. Sicuramente in entrambi i limiti z — +o0o0 : € > U(z). Tutte le
soluzioni restano limitate e oscillanti in entrambi i limiti, quindi sono accettabili come
soluzioni fisiche. Pertanto € ¢ autovalore 2 volte degenere. Oltre ad essere degenere lo
spettro e anche continuo. GIi stati sono non legati, dato che nelle regioni asintotiche le
funzioni d’onda non si annullano.

Regione II: U, < e < U_. Nel limite x — —oo risulta e — U(z) < 0, quindi esiste una sola
soluzione (esponenzialmente decrescente) in questo limite. Nel limite 2 — 400 questa
soluzione resta limitata e oscillante come tutte le soluzioni, dato che in questo limite
risulta € > U(x). Pertanto lo spettro & continuo e non degenere. Gli stati sono non legati.
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Regione III: ¢ < Uy < U_. Sia per x — —oo che per x — +oo risulta € — U(z) < 0. In
entrambi i limiti esiste una sola soluzione limitata ed accettabile fisicamente. Denotiamo
con y_ la soluzione che si annulla per x — —oo e con y4 la soluzione che si annulla per
x — +o00 e con f_e fi le loro derivate logaritmiche in un punto = generico. Ovviamente,
€ sara autovalore se e soltanto se y— = y4 e f_ = fi. Applicando il corollario III del
teorema del Wronskiano considerando per a i punti all’infinito, nei quali le due soluzioni
si annullano, f_ & funzione decrescente di €, mentre f & funzione crescente di €. Pertanto
esse possono coincidere solo per valori discreti di e.

Siamo giunti alla conclusione che lo spettro degli autovalori & discreto e non degenere.
Il numero degli stati legati pud andare da 0 a +00. Ad esempio, non ci sono autovalori
dello spettro discreto se U(x) > Uy per ogni x. Si pud vedere che esso ¢ dell’ordine di

grandezza di
% /dx,/U+ —U(z) = % /d”“/w’

dove l'integrale e esteso alla regione di realta della radice quadrata.

3.4 Nodi degli stati legati

Continuiamo a considerare gli stati legati. Una questione meritevole di attenzione & il numero
di nodi, cioe gli zeri, delle autofunzioni. Questa quantita rappresenta anche il numero di zeri
della distribuzione di probabilita associata e si comprende che, nel caso di molti zeri, tale
distribuzione sard molto meno piccata rispetto ad una distribuzione con pochi zeri. Questo
fatto puo avere conseguenze fisiche importanti.

Notiamo, prima di tutto, che, essendo ’equazione di Schrodinger stazionaria una equazione dif-
ferenziale lineare a coefficienti reali, se una certa funzione ne & soluzione, lo devono essere anche
la sua parte reale e la sua parte immaginaria. Queste non possono essere linearmente indipen-
denti nel caso degli autovalori discreti, dato che essi non sono degeneri. Per questo motivo le
autofunzioni degli stati legati, con opportuna scelta della fase della costante di normalizzazione,
sono reali.

Dimostriamo ora un ulteriore corollario del Teorema del Wronskiano.

Corollario IV

Dette y; e yo due soluzioni dell’equazione (3.1) corrispondenti agli autovalori €; e
€9, con €1 < €2, Yo ha almeno uno zero tra due zeri di y;.

Dimostrazione
Per y; e yo vale il corollario I, per cui, per ogni intervallo (a,b), risulta (3.7):

b
W b = (@ -e) [ don@) n() (3.12)

Siano a e b due zeri consecutivi di y;. Si ottiene:

b
el = (@—a) [ ol e (313)
Nell’intervallo |a, b[, y1 ha segno costante, supponiamo sia y; > 0: questo implica che
yi(a) >0 e y1(b) < 0.

Ne deriviamo che yo deve necessariamente cambiare di segno nell’intervallo ]a, b[, altrimenti il
primo membro della (3.13) avrebbe segno opposto rispetto a ys e il secondo membro lo stesso
segno. Dimostrazione analoga puo essere ripetuta nell’ipotesi y; < 0.

C.Vv.D
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Come abbiamo visto le autofunzioni degli stati legati si azzerano a +oo. Sappiamo, vedi (2.22),
che un potenziale unidimensionale, per il quale esiste una regione di energia del tipo che abbiamo
chiamato III nel paragrafo precedente, ha almeno uno stato legato. L’autofunzione dello stato
fondamentale, cioe dello stato di piu bassa energia, non avra, dunque, zeri al finito, perche
altrimenti ci sarebbe uno stato di energia pit bassa, con un nodo in meno. L’autofunzione del
primo stato eccitato avra uno zero al finito, e cosi via crescendo. Questo risultato € noto come
Teorema di oscillazione il cui enunciato e il seguente

L’autofunzione corrispondente all’autovalore n-simo ha n—1 nodi al finito

dove gli autovalori sono stati numerati in ordine di energia crescente.

3.5 Parita delle autofunzioni

Anticipiamo ora alcune considerazioni sulla Parita, argomento sara sviluppato in seguito, perche
consentono di vedere come le proprieta di invarianza di un sistema fisico (rappresentato dal suo
Hamiltoniano) si riflettono sulle proprieta dei suoi stati (rappresentati dalle autofunzioni).
Consideriamo un potenziale funzione pari di x:

U(z) = U(~x). (3.14)

L’Hamiltoniano A e invariante per la trasformazione di parita x — —z, dato che lo € anche
loperatore energia cinetica. Ne consegue che, se ¥(x) ¢ autofunzione di H corrispondente
all’autovalore E,

Hip(x) = Ev(x), (3.15)
lo & anche ¥(—x)
Hy(—z) = EY(—x). (3.16)
Sono anche autofunzioni corrispondenti all’autovalore E le combinazioni
Vi(z) =o(@) +o(-z) e P(x) =¢(x) —Y(-2) (3.17)

Notiamo che di queste quattro autofunzioni, 1 (x) e ¢_(x) hanno parita definita e, sicuramente,
almeno una di esse non ¢ nulla identicamente. Distinguiamo due casi

E autovalore non degenere Esiste una sola autofunzione linearmente indipendente, quindi
le quattro autofunzioni possono essere o una multipla delle altre o identicamente nulle.
Y1 (z) e ¥_(x) non possono essere multiple una dell’altra, quindi una delle due ¢ identi-
camente nulla. ¥(z) & multipla della funzione di parita fissata che non ¢ identicamente
nulla. Concludiamo che le autofunzioni hanno parita determinata. Inoltre data la simme-
tria del potenziale i valori asintotici U_ e U, coincidono, per cui non esiste Regione II.
Pertanto siamo per forza nella Regione III; cioe gli autovalori non degeneri appartengono
allo spettro discreto. Ricordando quanto abbiamo detto sui nodi, deve accadere che le
autofunzioni pari e dispari hanno, rispettivamente un numero pari e dispari di nodi. Si
alternano, pertanto, autofunzioni pari e dispari e I’autofunzione dello stato fondamentale
¢ pari.

E autovalore degenere (doppiamente) Siamo nel caso dello spettro continuo. Supponiamo
di partire da una ¢ (x) di paritd non determinata. Né ¢ (x) ne ¥ _(z) sono identicamente
nulle e, essendo di parita opposta, sono anche linearmente indipendenti. In questo caso,
quindi, & possibile la scelta di due autofunzioni linearmente indipendenti di parita opposta.



Capitolo 4

Oscillatore armonico

Scriviamo il potenziale di un oscillatore armonico unidimensionale nella forma

Vig) = %mquz (4.1)

dove ¢ e la coordinata di posizione e w la pulsazione del moto classico.

Ricordiamo che I'importanza di questo modello deriva dal fatto che esso consente di approssi-
mare un qualsiasi potenziale nell’intorno di una sua posizione go di minimo (punto di equilibrio
stabile), cioe tale che V'(qp) = 0 e V”(qo) > 0. Infatti sviluppando in serie in un intorno di go,
si ha, trascurando gli ordini superiori al secondo in g — qq,

V(a) = Vigo) + 5 V"(a0) (4 — )’ (42)

che coincide con il potenziale armonico previa sottrazione di V(gp) e introduzione di w =

/V”(QU)_

In meccanica quantistica tutte le proprieta dello spettro dell’Hamiltoniano e delle sue autofun-
zioni si possono ricavare a partire dal commutatore tra posizione e impulso:

(g, p] = h. (4.3)

4.1 Operatori di creazione e distruzione

Introduciamo 'operatore a

1
4= — |mwqg + 1 4.4
—— g + 17 (1.4
e il suo aggiunto af
T
a' = ——— |mwq —1 4.5
—— g — 1) (4.5
Da queste definizioni si ricava
1 [ p? mw?q®  hw 1 hw ~ 1
to_ Y 222 2 _ | ) b e T
a0 = S W APt mela pl) = 2o {mJr 2 | T |t Ty
(4.6)
dove abbiamo introdotto 1’operatore
~ H
= —. 4.7
H=o (47)
In maniera analoga si dimostra
1 hw ~ 1
T = el I . 4.8
aa e {H + 5 } H+ 5 (4.8)
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Da queste relazioni otteniamo
[a,a’] = 1. (4.9)

Moltiplicando per a, la (4.6) a sinistra e la (4.8) a destra, e sottraendo membro a membro si
ottiene
[a,H] = hwa o, equivalentemente, la,H] = a. (4.10)

In maniera analoga, moltiplicando per af, la (4.6) a destra e la (4.8) a sinistra, e sottraendo si
ottiene
[af, H] = —hwa! o, equivalentemente, [af,H] = —al. (4.11)

Sia |e) autoket di # relativo all’autovalore €
Hle) = ele)
mostriamo che ale) & ancora autoket di "ﬁ, ma relativo all’autovalore € — 1. Infatti
Hale) = (a# — [a,H])|e) = (aH — a)le) = (¢ — 1)ale)

In maniera analoga mostriamo che a'|e) & ancora autoket di ﬁ, ma relativo all’autovalore €+ 1.
Infatti

Ha'le) = (a'H — [, H])|e) = (a'H + al)|e) = (e + 1)alle).

Per questo motivo gli operatori a e af, sono detti operatori di abbassamento e di innalzamento,
0, anche di distruzione e di creazione.

4.2 Spettro dell’energia

Gli operatori di creazione e distruzione, a partire da un qualsiasi autoket |e€) consentono di
costruire una sequenza di autoket di H:

a’le) ale) ) alle (@)’ - (4.12)
corrispondenti, rispettivamente, agli autovalori

(e —2) (e—1) € (e+1) (e+2) (4.13)
Proprieta: La sequenza degli autovalori € limitata inferiormente da un autovalore
non nullo.
Questo risultato e stato gia acquisito parzialmente, dato che abbiamo visto che gli autovalori
dell’energia sono non inferiori al minimo del potenziale, che in questo caso ¢ pari a zero. Nel caso
dell’oscillatore armonico dimostriamo che I’autovalore dello stato fondamentale di H, e quindi
di H, non puo essere nullo. Calcoliamo, a tal fine, il valore di aspettazione dell’Hamiltoniano
in un generico stato |i):

(H)y = % [(@lp* ) + mPw? (Ylg?|v)] = % [0y + m2w? (7 [7)] > 0 (4.14)

Questo risulta deriva dal fatto che, definiti |¢') = p|) e |[¢”) = q|¢), la loro norma & sicura-
mente maggiore o uguale a zero. Tuttavia vale la maggiorazione stretta in quanto altrimenti
dovrebbe accadere che

W) =plv) =0=[4") = ql¢)

cosa impossibile, poiché in tal caso |¢) dovrebbe essere autoket comune a p e q.

C.Vv.D
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Ne segue che deve esistere un autoket |eg) tale che un ulteriore applicazione dell’operatore di
distruzione genera un ket nullo
aleg) =0 (4.15)

Se operiamo su entrambi i membri con l'operatore di creazione, otteniamo
¥ ~ 1 ~ 1
a'aleg) =0 — H— 3 leo) =0 = Hleo) = 5\6()), (4.16)

cioe autovalore pitt basso di H & eg = i
Ricostruendo a partire da |ep) la sequenza degli autoket e degli autovalori mediante applicazione
di a' concludiamo che lo spettro di H & dato da

1
6n=n+§ con n=0,1,2, - (4.17)
e quello di H da
1
E, = (n + 2) hw (4.18)

Proprieta: non esistono altri autovalori di H oltre a quelli dati dalla (4.18).
Se esistessero altri autovalori e/o autoket, potremmo costruire una nuova sequenza come la
(4.12) e, ripetendo il ragionamento gia fatto, giungeremmo alla conclusione che deve esistere
un altro ket |e)) tale che

aleg) =0 (4.19)

Ripetendo sempre il ragionamento precedente, troveremmo che esso corrisponde all’autovalore
%. Dato, pero, che abbiamo dimostrato che lo spettro discreto di un potenziale unidimensionale
¢ non degenere, i due autoket |eg) e |€[), e, di conseguenza, le sequenze da esse generate, devono
coincidere.

C.v.D

Proprieta: non esiste un limite superiore alla sequenza di autovalori dati dalla
(4.18).
Infatti, se ci fosse tale limite, dovrebbe esistere un autoket |€) tale

a'le) = 0.

Applicando a ad ambo i membri, si otterrebbe, utilizzando la (4.8):
Fro ~ 1\ _ _
aa'|e) =0 & 7—[—1—5 & =0 & Hle) = —

cioe a |€) corrisponderebbe un autovalore negativo, cosa non possibile.
C.V.D
Denotiamo con |n) gli autoket normalizzati:
(nlm) = 6n.m (4.20)

Non possiamo assumere che gli autoket risultanti dall’applicazione degli operatori a e a' siano
anche essi normalizzati. Scriveremo, quindi:

aln) = cpln — 1) equivalente, nello spazio duale, a (nla’ = (n —1|c},
e, moltiplicando scalarmente,

(nlataln) = Jea*(n —1ln — 1) = |ea|”
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Ma, utilizzando la (4.6),

~ 1 1 1
leal? = (nla’aln) = (n| (H = 5 ) [n) = (n[ (n+ 5 = 5 ) In) = n.
2 2 2
Percid, a meno della solita fase arbitraria, ¢, = \/n e possiamo riscrivere

aln) = /nln — 1). (4.21)

In maniera analoga si dimostra

a'ln) = vVn+1|n+1). (4.22)

L’operatore a'a viene anche detto operatore Numero:
N =ad'a, (4.23)

a causa del fatto che .
Nin) = <7§ - 2) In) = nln)

Pertanto I’Hamiltoniano si puo anche riscrivere nella forma,

~ 1
H—H~hw—hw<N+2>
Ovviamente H e N sono grandezze compatibili
[H,N]=0 (4.24)

Notiamo che, applicando ripetutamente la (4.22), si ottiene:
1

n:iaTn— :¥aT2n— = —(ah)" .
) = Jalin 1) = (o in —2) = (a0 (4.29

che consente di generare un qualsiasi autoket a partire da quello dello stato fondamentale.

4.3 Autofunzioni dell’energia

L’espressione (4.25) per la generazione degli autoket puo essere trasferita nella rappresentazione
della posizione consentendo cosi di generare le autofunzioni n-sime a partire da quella dello stato
fondamentale:

ula) = ) = = ol @710 = (S ) <l = ")

nla) = (;wh) (s - ﬁjq)"wq» (1.26)

Per calcolare le autofunzioni ¢ necessario, quindi, conoscere ’autofunzione dello stato fonda-
mentale. A tal fine, consideriamo l’equazione (4.15) nella rappresentazione delle coordinate:

al0) =0 = ( [mwq + p]|0) =0

1
4l vV 2mwh

1 mw h d
=z = 4.2
7 [\/ - qﬂ/mw i Yo(q) =0 (4.27)
Introducendo la variabile
mw
pr— —_— 4'
3 4 (4.28)
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la formula generatrice (4.26) diventa

1 n
bnl€) = W(&—g) bo(©). (4.29)

mentre 'equazione (4.27) si semplifica in

(E + 5) Yo(§) = (4.30)

la cui soluzione regolare all’infinito e

2

bo(€) = Age™ 7 (4.31)

che, riportata in termini della variabile ¢ e normalizzata, da

volg) = (2) e (432

Come si e detto dalla autofunzione dello stato fondamentale possiamo ricavare, tramite la
formula generatrice (4.26), tutte le altre autofunzioni:

d)"(q):(ﬂhnm?” 4[\/W \/7 ]

0, anche, in termini della variabile &,

Yn(§) = (%) (5 - dg) e (4.34)

Nelle espressioni (4.33) e (4.34) vediamo che, a parte il fattore, & presente un operatore che
agisce ripetutamente su una funzione gaussiana. L’effetto di questo operatore & di restituire
ancora la gaussiana moltiplicata per un polinomio di grado n. Questi polinomi sono detti
polinomi di Hermite e possono essere generati anche tramite la formula:

(4.33)

d"
’ effz.

Hn(g) :( 1) e§ dfn (435)

Riportiamo qui i primi polinomi di Hermite

Ho(§) =1; Hi(§) =2& Hy(§) =48 —2; Hs(§) =8¢ —12¢
Hy(€) = 166* —48¢% +12;  H5(€) = 326° — 160€° + 120¢

Notiamo che essi hanno parita (—1)™ e che ¢ verificata la seguente relazione di ortogonalita
+oo 5
/ dée™ Hy(&)Hpm(€) = Vr 2" nldpm (4.36)

Riportiamo, infine, 'espressione dell’autofunzione n-sima dell’oscillatore armonico in termini
dei polinomi di Hermite:

vl = () ( = q) e (4.37)

mhn!222n

La parita delle autofunzioni e la stessa del polinomio di Hermite che ne fa parte. Coerentemente
con quanto abbiamo visto nello studio dei potenziali pari, vediamo che lo spettro (discreto) &
non degenere, lo stato fondamentale ha un’autofunzione pari priva di nodi al finito, mentre per
gli stati eccitati si alternano autofunzioni dispari e pari, con numero di nodi crescente con n.
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4.4 Stati coerenti

In assenza di potenziale, il pacchetto d’onda gaussiano rappresenta lo stato di una particella nel
quale il principio di Heisenberg & soddisfatto al minimo. Anche nel caso di potenziale armonico
esistono stati nei quali si realizza la stessa situazione. Questi stati sono gli stati coerenti e sono
Poggetto di questo paragrafo, nel quale saranno dimostrate alcune loro interessanti proprieta.
Ad esempio, nella rappresentazione delle coordinate, anche le funzioni d’onda corrispondenti a
questi stati sono i pacchetti d’onda gaussiani. La ricerca di stati con la medesima proprieta nel
caso di altri sistemi non ha dato risultati. Anche Schrédinger si pose il medesimo obiettivo per
I’atomo d’Idrogeno, senza conseguirlo.

Dato z € C, definiamo stato coerente lo stato

t >, 2" (ah)"
2) =€ 10) =D %\m , (4.38)
n=0 :

dove |0) & lo stato fondamentale dell’oscillatore armonico, il quale & esso stesso uno stato coerente
per z = 0.

_ (aD)”
TVl

|0), possiamo riscrivere la precedente definizione nella forma

=y \j—%my (4.39)

Ricordando che |n)

Dimostriamo ora la seguente
Proprieta: Gli stati coerenti sono autostati dell’operatore a.
Dimostrazione Infatti

Z ) = Z 2 Vil - 1) = 212}, (4.40)

dalla quale si deduce anche che z & I’autovalore corrispondente.
C.Vv.D

Da questa proprieta consegue che, poiché, comunque si fissi z € C, si ottiene un autostato di
a, Vinsieme degli stati coerenti |z) & sicuramente piu vasto dell’insieme degli |n), il quale &
un insieme numerabile. Pertanto Uinsieme |z), i cui elementi sono, tra l'altro, autoket di un
operatore non hermitiano, non sono una base dello spazio di Hilbert dell’oscillatore armonico.®
Da quanto visto non stupisce che valga anche ’altra

Proprieta: Stati coerenti corrispondenti a diversi z non sono ortogonali.
Dimostrazione

Notiamo che il bra corrispondente a |z) &

(2] = (0],
soluzione dell’equazione agli autovalori nello spazio duale
(z|laT = (z]2*.
Consideriamo due stati coerenti |z1) e |22). Il loro prodotto scalare & dato da

« t
(z2]21) = (0[e*"€** [0) .

1Si pud dimostrare che gli |z) costituiscono una base sovracompleta, cioé, benché essi non siano linearmente
indipendenti, vale la risoluzione dell’identita

dx d
]I:/ a: y|z)<z| conz=zx+iyex,y€cER.
w
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In questo caso possiamo applicare la formula di Baker-Hausdorff

eAeB — ¢BeAclABl

valida in quanto
[A, B] = z3]a,a']z1 = 2521 € C,
ottenendo un risultato non nullo
(22 1) = €551 (0] e |0) = €771,
dato che, evidentemente,
e%2°'10) = [0) e (0]e™* = (0].
C.V.D

Notiamo che, se zo = 21 = 2z, si ottiene
|2

(elz) = €1,

cioe gli stati coerenti, cosl come definiti dalla (4.38), non sono normalizzati. Per assicurare la
normalizzazione occorre la sostituzione

2
|2]

|z) — e™ 27 |2).

Studiamo ora l’evoluzione temporale di uno stato coerente. A tale proposito dimostriamo la
seguente

Proprieta: Un oscillatore armonico, il quale nell’istante ¢t = 0 &€ in uno stato
coerente, permane in uno stato coerente (non identico) negli istanti successivi.
Dimostrazione

Sia |zo) lo stato coerente nell’istante iniziale t = 0 di un oscillatore armonico di pulsazione w

[¥(0)) = |20) -

All’istante successivo t avremo

o0 oo n n
(b)) = e—i% |20) = e—i% Z 20 In) = Z ie—ih”( /2 In) =

= % Z (Zoe\;m n) = ™" [z) (4.41)

n=0

avendo definito z, = zg e ~*?.

C.v.D

Veniamo ora a quanto e stato preannunciato riguardo al Principio di Indeterminazione.
Proprieta: Lo stato coerente di un oscillatore armonico realizza al minimo il
Principio di Heisenberg.

Dimostrazione

Calcoliamo i valori di attesa di posizione e impulso

(e = (lXl2) = 51 o (alatallz) = 5\ o (afalze + 2efzlzd) =

= 2R, (1.42)
P = (2l Pl) = = Vambo (z]a — a'|2) = Vamie S(z) | (4.43)

2
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e i valori d’attesa per i loro quadrati

1 2h
<1‘2>t = Ime <zt\a2 +aat +ata + (aT)2|zt> =
h * * h’ *
= 5 (Zt2 + 2z¢2f + (zt)2 + 1) =5 [(Zt + 2 )2 + 1] =

= — [2(R(z0))*+1], (4.44)

5 (a(ala® + 1+ 2aTa + (a1)]z) =

P = —— [2(3(2))2 +1]. (4.45)

h
(Ax)% = (@) —(2)] = e (4.46)
mhw
(Ap)7 = P =) == (4.47)
dal prodotto delle quali si ottiene il risultato cercato
h
Ay Apy = 3" (4.48)

C.v.D

Nel corso della sua evoluzione temporale uno stato coerente soddisfa il teorema di Ehrenfest.
Infatti risulta valida la

Proprieta: L’evoluzione dei valori di attesa (z); e (p); & quella predetta dalla
Meccanica Classica.

Dimostrazione

Ricordiamo che, detto zy il numero complesso al quale corrisponde, all’istante ¢ = 0, lo stato
coerente in esame, al tempo ¢, (vedi (4.41)) corrisponde al numero complesso

iw i(A—wt)

2 = zpe ™ = |zg| e ,

dove abbiamo indicato con A la fase di zg.
Dalle espressioni (4.42) ricaviamo

| 2k | 2k
o R(z) = p |z0] cos(A — wt),
2m

)y = V2mhwS(z) = V2mhw |z sin(\ — wt) (4.49)

—~
g

S~

I~
Il

C.Vv.D

Anche per un potenziale armonico uno stato che soddisfa al minimo la relazione di Heisemberg
¢ un pacchettto d’onda gaussiano:

Proprieta: La funzione d’onda di uno stato coerente &€ un pacchetto d’onda gaus-
siano.

Dimostrazione

L’equazione agli autovalori per 'operatore a

alz) = z|z)
nella rappresentazione delle coordinate diventa

1

ﬁ (y + ;;) V. (y) = Z¢z(y) ) (4'50)
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nella quale si € posto

L’equazione differenziale (4.50) ha un integrale del tipo
Y(y) = C eV v,

e a e 3 possono essere determinati sostituendo nell’equazione stessa:
1
a=-3, B=2z.

Questa soluzione puo essere riscritta, separando z nelle sue parti reale e immaginaria e definendo
2
la costante C" = Ce®()” nella forma

Ce 3V +V22y _ (o o=} [P -2VERGE)y+2(R(2)? +iVES(2)y _

Y(y)

O o3 VIR +ivV2S(2)y (4.51)

Ripristinando la coordinata z si ottiene:

V(@) = O e VRS REN i/ EES G
Ricordando, infine, che

(@o =1/ 2L R() e (p)o = VamhwS(2),

possiamo riscrivere la funzione d’onda dello stato coerente |z) nella forma

b(x) = O e~ @ (@0)? gries
che rappresenta un pacchetto d’onda gaussiano centrato in (z)o che si propaga con impulso
(p)o-
C.V.D
Si puo anche vedere che il pacchetto d’onda mantiene la sua forma, mentre (x); e (p); seguono

il moto classico. Infatti, come si & gia visto (4.46), le dispersioni per posizione e impulso, al
contrario di quanto avviene nel caso della particella libera, non dipendono dal tempo.
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Capitolo 5

Potenziali periodici in una
dimensione

Bibliografia: questo capitolo ripercorre essenzialmente la trattazione di Fliigge [4].

5.1 Autofunzioni e autovalori dell’hamiltoniano: proprieta
generali

Diremo che V(z) & un potenziale periodico di passo a se esso verifica la relazione
V(z+na)=V(z) per n=0,£1,£2,... (5.1)
In questo caso I'equazione di Schrodinger & invariante per trasformazioni
r—T+na,

per traslazioni, cioe, di multipli interi di a.
Siano u(x) e uz(x) due soluzioni linearmente indipendenti dell’equazione di Schrédinger. Per
I'invarianza, anche

ui(z+a) e uz(z+a)

sono soluzioni. Deve risultare quindi:

(

Ul ) = c1,1 u1($>+61’2u2($) (5.2)
UQ(

T+ a
r+a) = coqur(z)+ co2uz(x).

5.1.1 Teorema di Floquet e Teorema di Bloch

Dimostriamo ora il seguente Teorema di Floquet. Esso afferma:

Tra le soluzioni dell’equazione di Schrodinger ne esistono due, ¥, e o
che godono della proprieta

P(z+a) = Mp(z) (5-4)
dove )\ & una costante.
Per tali soluzioni dovra anche risultare
Y(x+mna)=\"Y(x) per n=0,+1,%2,... (5.5)

41
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Se 1) & soluzione, & possibile scriverla nella forma
P(z) = Auy(z) + Bus(x).
Dalla (5.2)
Y(r+a) =Aui(z+a) + Bua(zr +a) = (Ac11 + Bea 1) wi(z) + (Acr g + Beg o) us(z).
La 4 verifica la proprieta (5.4) se

Acl,l + BCQ’l = M
ACLQ + BC272 = AB

che costituisce un sistema lineare omogeneo di due equazioni nelle incognite A e B ed ha
soluzioni diverse da quella banale se e solo se

€11 — A 2,1 —0
1,2 C22 — A '

Questa ¢ un’equazione quadratica in A, le cui soluzioni Aje Ay permettono di determinare

effettivamente due soluzioni t; e 15 aventi la proprieta richiesta.

Dimostrato, dunque, il teorema vediamo cosa si puo dire su A; e Ay. Notiamo, prima di tutto,

che il Wronskiano di 91 e ¥

W(x) = Y19y — Y1¢s

soddisfa la relazione
W(x 4+ a) = MA2 W(z).

Ma il Wronskiano di due autofunzioni corrispondenti allo stesso autovalore ¢ costante (par.
3.1), quindi
AMAg = 1.

Le funzioni 11 e 1o saranno accettabili se e soltanto se |A;| = |A2| = 1. Infatti se accadesse
che |A\g| > 1, Pampiezza della vy crescerebbe oltre ogni limite per x — 400, mentre, se fosse
|[Ak| < 1, la stessa cosa accadrebbe per x — —oo. Pertanto possiamo scrivere

)\1 _ eik’a , )\2 — e—zka

dove k & un numero reale.! Poiché le \; sono funzioni periodiche di k& possiamo limitarci a

considerare i valori di k£ tali che -
-— <k <

a

S

sufficienti a determinare tutte le autofunzioni possibili. Per tutte le autofunzioni limitate si
avra quindi (5.5):
Y(x+mna)=e"4)(z) per n=0,+1,42, ...

Questa espressione mostra che le proprieta di invarianza del potenziale per traslazioni di una
lunghezza pari al passo a, si riflettono sulla funzione d’onda in modo tale che, spostandoci di
un numero intero di passi, essa ¢ modificata di un semplice fattore di fase. In questo moto le
osservabili fisiche non sono influenzate dalla traslazione, cioé la misura di una qualsiasi di esse
non consente di dire se ci troviamo in x o in = 4 na.

Se scriviamo la t(x) nella forma

Y(x) = ey, (z)

INotiamo che la relazione A\; A2 = 1 pud essere ricavata anche dal fatto che A1 e Ao hanno modulo 1 e pertanto
sono della forma e*®, ma, dato che sono soluzioni di un’equazione di II grado se esiste la soluzione e*®, vi deve
essere anche la soluzione complessa coniugata e™"®.
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la ug(x) deve essere una funzione periodica di = con passo a:
ug(z + a) = uk(x).

Questo risultato € noto come Teorema di Bloch. Esso mostra la presenza di soluzioni che si
presentano come onde piane, le soluzioni per particelle libere, modificate da un’ampiezza che
riflette le proprieta di periodicita del potenziale.
Sul piano piu formale questi risultati sono le conseguenze del fatto che siamo in presenza di un
Hamiltoniano che, a causa della proprieta d’invarianza del potenziale, commuta con 'operatore
D, delle traslazioni di passo a definito da

ap

Doip(z) =1p(z +a).

Come sappiamo, il generatore delle traslazioni e I'impulso; per questo D, eF = s,
Le funzioni di Bloch non sono altro che le autofunzioni comuni ad H e Da corrispondenti
rispettivamente agli autovalori E e e**®.

5.1.2 Spettro dell’hamiltoniano

Quanto abbiamo visto consente di costruire una procedura per ottenere le funzioni di Bloch.
Fissato un valore dell’energia, si scelgono in maniera qualsiasi due autofunzioni linearmente
indipendenti u;(x) e uz(z) nell'intervallo 0 < z < a e, successivamente, si cerca una funzione
1(x) che soddisfi le proprieta derivanti dai teoremi di Floquet e di Bloch

P(x) = Auy(x) + Bus(x).
Nell'intervallo a < z < 2a, la 9 (z) sara data da:
Y(x) = e [Auy(x — a) + Bug(z — a)].
In z = a le due espressioni per ¥(x) e le loro derivate prime devono coincidere
Auy(a) + Bug(a) = % Auy(0) + Busy(0)
Al (a)+ Bub(a) = e** A (0) + Buh(0).

Abbiamo ottenuto ancora una volta un sistema lineare omogeneo nelle incognite A e B che ha
soluzioni diverse da quella banale se e solo se il determinante dei coefficienti si annulla, cioe

up(a) — etke ul(O) us(a) — e uy(0) —0
ui(a) — e’k“ 1(0)  uh(a) — e uh(0)

Tenendo conto della costanza del Wronskiano di u(z) e uz(x), otteniamo la relazione
1(

[u1(0) uz(a) + u1(a) u5(0)] — [u2(0) uy(a) + ua(a) w3 (0)]

2(ug uh — ug uj)

coska =

Questa relazione consente di determinare i possibili valori di k& soltanto se il secondo membro
non ¢ maggiore di 1:

[1(0) (@) + 1 (a) w(0)] — [12(0) i (a) + wa(e) w5 (O)]| _ |

2(uy uh, — ug uy) -

Al variare con continuita dell’energia, questa condizione per 'esistenza di autofunzioni limitate
puo essere verificata in certi intervalli e non verificata in altri. Questo da origine ad uno spettro
a bande. I limiti delle bande si ottengono quando cos ka = +1.

Si pud verificare facilmente che questo risultato non dipende dalla scelta di u;(x) e ua(x).
Basta sostituire a uj () e ug(x)

up(x) =crav1(x) +crov2(z) e wug(x) = co1v1(x) + 2,2 v2(x)

dove vy (z) e va(x) sono altre due soluzioni linearmente indipendenti; si perviene alla stessa
relazione per cos ka.
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Qa=5

Qa
f(qa)=cos(qa)+ —sin(qa)
qa

ol
Figura 5.1: Soluzione grafica della disequazione (5.7) per Qa = 5.

5.2 1l pettine di Dirac

Il pitt semplice potenziale periodico che si possa considerare ¢ il cosiddetto Pettine di Dirac:

RS
V(m):EQ Z 0(z + na),

una sequenza infinita di delta di Dirac posizionate nei punti x = na con n intero relativo o nullo.
In ciascuno degli intervalli |na, (n+1)a[ la particella & libera, quindi possiamo considerare, fissato
lautovalore E dell’energia, come soluzioni fondamentali le onde piane:

2mE
B2

up(z) = e e wug(xr) =e ', dove ¢®=

Cerchiamo ora le soluzioni limitate di Floquet, cioe tali che, se
P(z) = Ae' 4+ Be ' nell'intervallo 0 < z < a,
risulti anche
U(x) = e*(z — a) = eF*[Ae¥®=Y) 4 Be7(@=0)] pell'intervallo a < z < 2a.

Imponiamo ora la continuita della soluzione e, dato che sulla frontiera ¢ posizionata una ¢ di
Dirac, la discontinuita della sua derivata prima:

P(a®) = (a”)
V'(a®) = ¢¥'(a7)+2Qv(a).

Sostituendo abbiamo il sistema

ezka(A+B) —  Aeke +Befzqa
1™ (A — B) = 1g(Ae"?® — Be %) + 20 (Ae'1® + Be %),
cioe
(Czka _ Czqa)A + (Czka _ szqa)B = 0

et — g9 (] — 2@9)] A— [elka —e (1 + 2@%) B = 0.
q
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f(ka)
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Figura 5.2: L’andamento dell’energia in funzione di ga confrontato con il caso della particella
libera (Qa = 5).

Si tratta di un sistema omogeneo, per cui occorre imporre la condizione

ezka — elqa ezka _ e—qa
ezka _ ezqa(l _ 22%) ezka _ e—zqa(l + 2@%) = 07
dalla quale con brevi passaggi otteniamo
Q.
coska = cosqa + — singqa. (5.6)
q

Le bande degli autovalori dell’energia sono, percio, definite dalla condizione
Q
cosqa + — singa| <1 (5.7)
q

Una volta trovati i valori di g che soddisfano la disequazione (5.7), in corrispondenza di ciascuno
di essi e possibile determinare dall’equazione (5.6) il valore di k che caratterizza le funzioni di
Bloch. L’energia del livello ¢ data da:

n
E= om
Dalla figura 5.1 si nota che le bande proibite sono pitt ampie per piccoli valori di ¢ e tendono
ad annullarsi nel limite ¢ — oco. Riportiamo in figura 5.2 ¢2, in pratica I’energia, in funzione di
k, confrontata con la parabola k2, che si avrebbe se le autofunzioni fossero le onde piane, cioe
se il moto fosse libero e ¢ coincidesse con k. Le due curve coincidono nei punti k = =%, cio¢ al
limite superiore di ciascuna banda.
Vediamo ora l'influenza del valore del parametro €2, 'opacita, sullo spettro. Se esso tende
a zero, I’equazione (5.6) comporta che k — ¢, cioe il reticolo cristallino diventa trasparente, le
bande proibite sempre piu piccole fino ad annullarsi. Se invece ) — oo, la funzione a secondo
membro della (5.6) assume valori sempre pit grandi e soddisfa la condizione (5.7) per intervalli
sempre piu limitati di g. Le bande permesse degenerano nello spettro discreto che corrisponde
alla situazione in cui in ogni segmento di passo a c¢’¢ una buca con pareti impenetrabili.
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5.3 Il modello di Kronig-Penney

Il modello di Kronig-Penney consiste di una sequenza infinita di barriere rettangolari con altezza
del potenziale Vj, larghezza b e separate da una distanza a — b, in modo che a costituisce il
passo del reticolo.

V(x)

Vo

-b a-b a

Figura 5.3: 11 modello di Kronig e Penney

Per risolvere il modello utilizzeremo un metodo leggermente diverso da quello usato nel caso
del Pettine di Dirac.
Nel corso della dimostrazione del Teorema di Floquet abbiamo visto che

)\1 _ ezka e )\2 _ efzka

C1,1 €21
Ci,2 C22

che permette di scrivere le funzioni d’onda cercate in termini di due qualsivoglia soluzioni
linearmente indipendenti dell’equazione di Schrodinger. Risolvendo l’equazione agli autovalori

troviamo:
2
Ao — 1,1 + €22 1,1+ C2,2
12 = + 5 +C1,2C2,1 —C1,1C2,2.

sono gli autovalori della matrice

Questo risultato, combinato con ’espressione per Ay e Ay, comporta
1,1+ C22 = A1+ Ao = 2 cos ka. (58)

Construiamo ora due soluzioni linearmente indipendenti uq(z) e uz(z) per il potenziale in
oggetto, corrispondenti ad autovalori £ < Vj. Introduciamo le grandezze

2m(Vo — E) V2mE

a=-———" ¢ 8= —
Una soluzione e data da
up(x) = e per —b<x<0
ul(x):cosﬁac—&—%sin&c per 0 < x <a-—b,

dove i coefficienti risultano dall’aver posto uguale a 1 quello di u; e dall’aver imposto la
continuita della funzione e della sua derivata in = = 0.
In modo del tutto analogo possiamo determinare una soluzione indipendente us data da

—Qax

us(z) =e per —b<z<0

uQ(x):cosBa:—%sinﬂx per0 <z <a-—b.
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Spostandoci nella regione occupata dalla successiva barriera, tra a — b e a, dobbiamo avere:

uy(z) = cLleo‘(m*a) + cLze*a(m*a) pera—b<z<a

T—a)

ug(x) = 02,1e“($_“) + cz’ge_"‘( pera—b<zx<a.

Nel punto x = a — b le funzioni e le derivate prime devono coincidere per entrambe le funzioni
u1(z) e ug(x). Questo porta al sistema:

cos B(a—b) + % sinfla—b) = crie®4cppe®

cos B(a—0b) — % sinfla—b) = co1e 4 cype®®
—Bsinfla—b)+acosBla—b) = alcie —ciqge™)
—BsinfBla—b) —acosBla—b) = a(cie  —cyoe™)

dal quale ¢ possibile determinare i coefficienti ¢; . Ricaviamo ¢; ; dalla prima e terza equazione
e ¢z 2 dalla seconda e quarta equazione:

e o= e |:COS,B(CL —b)+ 0422a552 sin B(a — b)}

Infine, utilizzando la relazione (5.8) otteniamo:
a2 _ [32
2a0

Come nel caso del Pettine di Dirac, questa relazione consente di determinare k solo quando il
secondo membro ¢ compreso tra —1 e 1, dando cosi origine allo spettro a bande.

1,1+ C22

ska =
COS kKa 9

= cosh ab cos B(a — b) + sinh ab sin 5(a — b). (5.9)
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Capitolo 6

Momento angolare

Bibliografia: Nardulli ([1]), Messiah ([3]), Shankar ([5]).

6.1 Il Momento Angolare come generatore delle rotazioni

Abbiamo visto che 'impulso & il generatore delle traslazioni. Ora vedremo che il momento
angolare ¢ il generatore delle rotazioni. Consideriamo un vettore i sottoposto ad una rotazione

=/

- R
7= 7
Le componenti cartesiane di 7 si trasformano secondo la relazione

/

Tm

= RmnTn

dove abbiamo utilizzato la convenzione di somma sugli indici ripetuti.
R ¢ una matrice di rotazione, che, quindi, lascia invariato il modulo del vettore 7. Pertanto
essa € una matrice ortogonale:

RTR =1 = RT Rn( = (;ml'

mn

Supponiamo che la rotazione R sia infinitesima:
R=I1+w dove w € una matrice infinitesima.
La condizione di ortogonalita per R diventa

I+ w)nm (I+ w)ne = dme
6mf + Wem + Wime + WnmWne = 6m€
Wme = —Wem
dove abbiamo trascurato il termine in w?. La matrice w ¢ antisimmetrica; deve, pertanto,
dipendere da solo tre parametri reali e puo essere scritta nella forma

Wme = Emk25¢k

Il vettore 7 & variato di una quantita infinitesima 7
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che puo essere ricavata da:

Ty = (T4 w)mere = T + Wine Te & (07 )m = Wme e = €mpe 010 = (56 AT )

J
SF=0p AT

Per un sistema di particelle, la rotazione trasforma i ket della base delle coordinate tramite una

-,

trasformazione U (d¢):

N N R N N N . N | = -
|T1,...,TN> — |’I"1 +5’I"1,...,T‘N+(5TN>:U(5¢)‘T1,...,TN>.

Poiché U trasforma ket di base in ket di base, essa ¢ una trasformazione unitaria e soddisfa
evidentemente la relazione:

Ut(6¢) = U (39) = U(~6).

Le funzioni d’onda si trasformano nel modo seguente:

Y(F - F) = (P P fY) 5 () + 67, iy + 07 =
(Fy + 0F1, ... Py + 0FN[1) =
= (ql,...,FN‘UT(&;)hM =
< -

Fiyo o Pn|U(=00)|) =
= / 77,17~..,d779v<7"17...,FN|U(_6(;)|F/15""773\7><r117""FN‘¢> -

-, -,

= U(=0¢)(r, ..., 7N |¢) = U(=0¢)¢ (71, ..., TN)

dove si e tenuto conto del fatto che U & diagonale nella rappresentazione delle coordinate
(dipendendo solo da esse) e abbiamo indicato con lo stesso simbolo U l'operatore espresso in
questa base.

La trasformazione della funzione d’onda puo essere ottenuta anche tramite lo sviluppo di Taylor:

N N R - N N N
V(T ..., TN) = Y +071,..., TN +0FN) =

N
= (.. TN) + Y O V(7. TN) =
a=1

N

- (1+Z§Fa~§a>¢(ﬁ,mﬂ71v)_
a;l ) )

— <1+Z(6¢/\Fa).Va>¢(7?1,~-,77N)-
a=1

Confrontando le due espressioni troviamo:

!
I
[]=
/N
[« %)
-y
>
o
N———
<l
Q
I
—_
|
—
]
IS
>
<
Q
N—
[«
-y
I

U(d¢) 1—
a=1 a=1
N
7 - -
= 1-— =1——-L
- 2 (Fo Apa) - 6 = 0

dove
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¢ il momento angolare totale del sistema. Analogamente a quanto avviene per I'impulso nel caso
delle traslazioni, il momento angolare svolge il ruolo di generatore delle rotazioni infinitesime.
Se si considerano rotazioni finite, completando e sommando lo sviluppo di Taylor si ottiene

U@)=eh P

Come sappiamo, in presenza della trasformazione unitaria U, gli operatori si trasformano nel
seguente modo:

0% QU =UtQU =i LdQe i L9,
Diremo operatore scalare un operatore per il quale

ol = Q.

Devono essere operatori scalari tutti gli operatori corrispondenti a grandezze fisiche scalari. Per
essi si ha:
[Q,U]=0
Nel caso di rotazioni infinitesime deve aversi
- 7 -

1 - -
0=[21—+L-0¢] = —=[2,L- 4]

e, per 'arbitrarieta di d_;, .
[, L] =0.

Un operatore che corrisponde al modulo di un vettore deve essere anche esso un operatore
-
scalare, ad esempio il modulo quadro del vettore L stesso. Avremo quindi

[L3 L] =0.

Vediamo, quindi che L? commuta con tutte e tre le componenti di E, L., Ly, L,. Diremo,
invece, operatore vettoriale una terna di operatori A; (j = 1, 2, 3) che, sotto rotazioni, si
trasformano come le componenti di un vettore

U
A; 5 AV =UTA;U = RjA,.
Un esempio & dato dal vettore posizione 7 di una particella, per il quale avviene

T;-Z (1+%E-5$) Tj (1—%E'5¢_§> :Tj+%5$-[E,Tj],

a meno di infinitesimi di ordine superiore a 5(5. Risulta, quindi,
[ -
dr; = 7 0¢ - [L,7;].
Poiché, pero, abbiamo gia visto che:
0rj = €kt 6Pi T4,

risulta
[Lk,rj] == —Zthkg Ty = Zhékjg Ty.

La stessa espressione vale per tutti gli operatori vettoriali, quindi anche per p’
[Li, ;] = thexjope

e per L stesso:
[Lk, LJ] = Zh ijg Lg, CiOé
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(Lo, Ly =1hL.,  [L,,L.]=1hL,,  [L., L] =1hL,.

Consideriamo ora un sistema isolato, o, in generale, un sistema invariante per rotazioni per il
quale vale I'isotropia dello spazio. Percheé questo avvenga deve essere invariante per rotazioni la
dinamica del sistema stesso, la quale ¢ il risultato dell’hamiltoniano. Ne concludiamo che per
questi sistemi H € un operatore scalare e, quindi,

[#,L] = 0.

Ricordiamo che un operatore che non dipende dal tempo e commuta con I’hamiltoniano ¢ una
grandezza conservata. Abbiamo ottenuto, quindi, la legge di conservazione del momento
angolare.

6.2 Autofunzioni comuni ad L? ed L, nella base delle coor-
dinate

Come abbiamo appena visto L? commuta con le componenti L,, Ly, L., mentre esse non com-
mutano tra di loro e pertanto non sono osservabili compatibili. Possiamo dedurre, quindi, che
possiamo determinare un sistema completo di autostati comuni all’operatore L? e ad una sol-
tanto delle tre componenti di L. Tra le tre componenti scegliamo L, sapendo che le proprieta
che troveremo non dipenderanno da questa scelta, dato che le direzioni degli assi di un sistema
di riferimento sono arbitrarie.

Ora ci porremo nella rappresentazione delle coordinate e cercheremo autovalori e autofunzioni
comuni ad L? e L.. Successivamente vedremo che & possibile determinare lo spettro degli
autovalori senza adottare una rappresentazione particolare, ma usando metodi operatoriali nello
spazio di Hilbert degli stati.

Vedremo che & conveniente utilizzare le coordinate sferiche, in quanto gli operatori L? e L,
dipendono soltanto da due di esse.

11 passaggio dalle coordinate cartesiane ¥ = (x,y, z) a quelle sferiche ¥ = (r,0, ¢), & mostra-
to in figura 6.1. Le coordinate sferiche si ottengono dalle coordinate cartesiane mediante la

A

z z

Figura 6.1: Passaggio alle coordinate sferiche.
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trasformazione:
r=y/z2+y?2+22 r € [0, +o0[
¢ = arctan £ ¢ €10, 27) (6.1)

z24y?

0 = arctan 6 € [0,7]

mentre la trasformazione inversa ¢ data da
T = rsinf cos ¢
y =rsinfsin¢ (6.2)
z=rcosf

Le componenti di L dipendono dalle componenti della posizione e dell’impulso, che in questa

base € funzione delle derivate rispetto alle componenti della posizione. Calcoliamo, pertanto, le
derivate rispetto alle componenti cartesiane in termini delle coordinate sferiche:

o Ll Iel 1 3 .pO _ 1sing 9

5. = cos@sinf5- + - cospeoslgs — L p r

9 _ o : 9 1 o) lcos¢ 9

By = SingsinO7- + singeosb g5 + -5 75 (6.3)
8 _ 8 _1unpd

3z = cosf3; — psinfzg.

Le componenti del momento angolare diventano quindi:

_ b0 o _h_ o D
Ly =y7 5; 1ay—1< COtHCOb¢a¢ bln¢89>
_ ,h 0 h 9 _h : o) 9
Ly—Z;%_(E;E—? (_C0t951n¢%+cos¢%) (64)
_ .. h 8 _,h 9 _ h O
LZ_x?ny 1 Ox 1 0"

Quadrando e sommando le relazioni precedenti, troviamo l’espressione per L?:

2 _ 12 2 2 _ 52 1 872 1 ﬁ 1 g
LP=Lot Ly L= —=h [sin29 962 " smo a0 "™ 35 ) |- (6:5)

Da queste espressioni vediamo che gli operatori L? e L,di momento angolare dipendono soltanto
dalle coordinate 6 e ¢. Per questo, dette Y le loro autofunzioni comuni, possiamo scrivere:

Y =Y(0,0¢).
Esse soddisfano le due equazioni agli autovalori

L?Y(0,¢) = h2a Y (0, 9)
(6.6)
L. Y(97 (b) = hj Y(07 ¢)7

dove sono state fattorizzate opportune potenze di &, che ha le stesse dimensioni del momento
angolare, in modo che i parametri « e 8 siano adimensionali. Mostriamo ora che ’equazione
agli autovalori per L? si pud risolvere separando le variabili. Poniamo

Y(0,¢) = A(0) B(9). (6.7)
L’equazione agli autovalori per L?

o[ 1 &2 1 8(sinea)}A(G)B(@:ﬁZO&A(@)B(@

sinZ0 06°  sn0 00
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diventa

—— sinf — — ) +asin?0+ —— =0

A(0) 00 00 B(¢) 0¢?
Abbiamo ottenuto due termini che dipendono da variabili diverse e la cui somma deve essere
nulla qualsiasi valore tali variabili assumano. Di conseguenza i due termini devono essere uguali
a costanti di valore opposto, che indichiamo con A e —A. Otteniamo cosi le due equazioni

) <Sm ; aA(9)> 1 92B(¢)

1 d (., dA®0) A B

sin 6 @ (Slnade> + <O[ - Sin2 e> A(a) =0 (68)
d*B(¢) _

de? —AB(9) (6.9)

Consideriamo prima ’equazione per B(¢). Essa ammette per integrali funzioni esponenziali:
B(¢) = DeV =

Poiche ¢ & un angolo che varia tra 0 e 2w, B(¢) deve essere periodica:

B(¢+2m) = B(¢) = eV A @M — VoA e = V=A=wm conm=0,%1,4+2, ...

Risulta, quindi
B(¢) = Bin(¢) = De™?  conm = 0,%1,£2,...

Una volta fissata la soluzione per 'equazione (6.9), e, quindi, fissato A = m?, I'equazione (6.8)

diventa A6) )
1 d /. dA,. (6 m B
sinf o (Sma a9 ) + (0‘ T2 9> A (0) = 0. (6.10)

Notiamo che, qualsiasi sia A,,(8), la funzione Y;,,(6, ¢) = A, (0) B,.(¢) & anche autofunzione di
L. Infatti:

B0 () Bu(d) = " tmAsn(6) Bun(6) = him¥on(0,6).

LzYm(ev ¢) = ; %Am( :

Abbiamo quindi trovato, con riferimento alle equazioni (6.6), che Y;,(6,¢) & autofunzione
comune ad L? ed L, con numero quantico (detto azimutale)

B8 =m.

Cerchiamo ora la soluzione dell’equazione (6.10) per A,,(0) ad m fissato. Effettuando il seguente
cambiamento di variabile

cosl =z = sinf =+1—22 e i:—sinHi

dé dx

I'equazione (6.10) diventa:

e dAgjx)] ; (a - 11) Ap() = 0.

Ponendo a = ¢(¢ + 1) e derivando il primo termine si ottiene:

2

d? A () 9 dAem () m

2
(I =27 dz? dz

+ <£(€+ 1) — : ) Apm(x) =0, (6.11)

— 22

dove abbiamo etichettato la funzione A anche con il numero quantico ¢ relativo all’operatore
L2,
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Consideriamo ora il caso m = 0:

dzAzo (x) dAzo (x)
— 2 J—
(1—z*) e 2x 1

00+ 1) Ag(z) = 0. (6.12)

Questa equazione ¢ nota come equazione di Legendre. I suoi coefficienti, posto uguale a
1 il coefficiente della derivata di ordine massimo, presentano singolarita nei punti x = =+1,
corrispondenti a § = 0, m, singolarita dovute alla trasformazione, che non & biunivoca, da
coordinate cartesiane a coordinate sferiche. Come ¢ noto (Teorema di Fuchs), anche le soluzioni
possono presentare gli stessi punti di singolarita dell’equazione e questo accade a meno che non
sia ¢ intero non negativo. In questo caso le soluzioni sono i polinomi di Legendre, che possono
essere generati tramite la formula di Rodriguez

£
Pu(x) = (_1)Zﬁ %(1 e (6.13)

e nei quali ¢ rappresenta il grado del polinomio. Quindi per m = 0 abbiamo trovato che gli
autovalori di L? hanno la forma

ah* =00+ 1)k* con (=0,1,2,...

Vediamo ora cosa succede nei casi m # 0. Ponendo

Apn(z) = (1 —2*) = F(x)
troviamo che la funzione F(z) deve soddisfare I'equazione

d?F(z)

(1 -y 2a(lm] + 1y I @)

dx

+ [+ 1) — |m|(|m| +1)] F(z) =0.
Deriviamo rispetto a x I’equazione. Otteniamo

d3F(z)

(1 -2 g 4 2D

dz?

dF(x)

=0.
dx

+ [+ 1) = (Im] + 1)(Jm| + 2)]

. N . . dF N . .
Vediamo che, se FI™l(z) & soluzione relativa al valore |m/|, allora df) ¢ soluzione relativa al

valore |m| + 1. Iterando successivamente questa proprieta troviamo, schematicamente:

o =
do dglml+1 dglml+1

Flmi+ (g o dFIm(@) dmHEOz)  dmit ()

Le soluzioni cosi costruite a partire dai Polinomi di Legendre ne conservano le proprieta di
regolarita nell'intervallo [—1,+1]. Le soluzioni per Ay, (z), tenendo conto della relazione con
F(z), sono le funzioni
mi dlml
_ )% A" Py(z)
dxlml

che sono dette Funzioni associate di Legendre. Riepilogando e tornando alle variabili 6 e
¢, abbiamo trovato le autofunzioni comuni agli operatori L? e L., corrispondenti agli autovalori
h20(¢ + 1) e hm rispettivamente.

Pym(z) = (-1)™(1 (6.14)

20+1 (I—m)!

A m Pg’m(COS 9) emm N (615)

n,m(e’ ¢) =

dove
dlml

Pin(c0s0) = (~1)" (sin0) ™ 7=y

Py(cosb). (6.16)
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e i Polinomi di Legendre P, sono dati da

¢ 1
2¢¢! dcost 6

Queste autofunzioni sono dette Armoniche sferiche e la costante moltiplicativa presente nella

(6.15) & una costante di normalizzazione, con una fase convenzionale, ottenuta imponendo

2m 1
/ d¢/ dcos 0 |Vom(0,6)2 = 1 (6.17)
0 —1

Notiamo che nelle espressioni precedenti, non abbiamo posto limiti al valore di m per ¢ fissato.
E, tuttavia, chiaro essendo le funzioni associate di Legendre il risultato di una derivazione fatta
|m| volte sui polinomi di Legendre, non pud essere m > £. Oltre a motivi matematici, vi sono
anche motivi fisici per i quali il valore di m deve essere limitato da ¢. Infatti non e accettabile
una situazione in cui L, possa assumere qualsiasi valore indipendentemente dal valore di L2.
La stessa condizione classica

Py(cos0) = (—1) (sin? 0)° .

L*>12
deve essere verificata anche in Meccanica Quantistica. Se consideriamo, infatti, un sistema che
si trova nello stato |¢,m), autoket comune ad L? e L., si verifica

(6, m|L* — L2|t,m) = (£, m|L2 + LZW, m) > 0,

dato che L2 e L; sono quadrati di operatori hermitiani e, quindi, definiti positivi. Ne deriva,
tenendo conto del fatto che £ e m sono interi,

(+1)>m?> = (+1)*>m?> = [(+1>|m| = (>|m]

In definitiva, ad £ fissato, esistono (2¢ + 1) autofunzioni diverse di L, corrispondenti ai numeri
quantici
m=—L,—0+1,...,0,....,0 -1/

Ogni autovalore di L? &, dunque, (2¢ + 1) volte degenere e le equazioni agli autovalori per L? e
L, possono essere riscritte, in definitiva, nella forma

{Lm,mw,@=h26<£+1m,m<9,¢>> con  £=0,1,2,...

(6.18)
LY m(0,0) =hmYe,m(6,6) con m=0,...,£L.

6.2.1 Proprieta delle Armoniche Sferiche

Per le Armoniche sferiche vale la seguente relazione di ortonormalita:

27 1
/dQ Y;:m(ﬁ, ¢) YE/,m’ (9, gb) = / dd)/ dcosf )/E*m(ea ¢) }/g/7m/ (9, ¢) = 5&@/ 5m,m/ (619)
0 -1

Altre proprieta importanti sono la Relazione di Chiusura:

oo l o Y
SN Vi (6,6) Vi@, &) = 50— gy = L0000 =0 (6.20)
, sin 8
=0 m=—4¢
e il Teorema di Addizione
l
S V0, 0) Vi@, 0) = 2L Pyfeosa) (6.21)

m=—/{

dove a & I'angolo tra la direzione (6, ¢) e (6, ¢').
Valgono, inoltre, le seguenti relazioni di Ricorrenza:

cos Yv@,m(ea (b) = Q¢,m Yv€+1,m(9a (b) + ar—1,m Yvﬁfl,m(ev ¢> (622)

1+ m)(+1—m)
Gm = \/ 20+ 1)(20+ 3) (6.23)

dove
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6.2.2 Le prime Armoniche Sferiche

Yoo=—— (6.24)

3 3
Yio= 1/4— cosf, Y] 11 = F4/ ——sin fet (6.25)
0

™

5 15
Yoo =1/—=(3cos’0—1) , You1 =F sin 0 cos fe**? |
’ 167 ’ 87

15
Yo 10 =1/ Tor sin? fet2? (6.26)

[ 7 21
Y50 = Tor ——(5c0s®0 —3cosf) , Yz =7F sinf(5cos? § — 1)e**®

647
1
Y310 =1/ % sin? f cos B¢ | Y343 =7F 6?:31' sin® fe 3¢ (6.27)

6.3 Autovalori del momento angolare nello spazio dei ket
di stato

Risolveremo ora le equazioni agli autovalori per gli operatori di momento angolare prescindendo
da una specifica rappresentazione. A questo fine, introduciamo un operatore vettoriale J =
(Jzy Jy, J5) il cui modulo quadro & Poperatore J? = JZ + J2 + J2. Supporremo, semplicemente,
che questi operatori soddisfino le stesse regole di commutamone degli operatori di momento
angolare:

[Tk, J;] = thegje Jo, per j =1,2,3

[J2,J;] =0 per j =1,2,3

11 sistema, di osservabili compatibili tra questi operatori & composto da J? e da una delle
componenti, che scegliamo essere J,. Scriviamo, percio:

J? |av, B) = Koo, B)

Jzla, B) = hBla, B).
Introduciamo gli operatori di ”creazione” e ”distruzione”

Ji = Jp £y
Utilizzando le regole di commutazione per le componenti di J ricaviamo
[J2,Je] =0  [J.,Ji] = £hJy. (6.28)
Mostriamo ora in che senso J; € operatore di creazione:
L(TilasB)) = (T4 + Ry B) = (T4 hB + hJ ), B) = h(B+ 1)J |, B)
J2(J4la, B)) = T4 %, B) = Kadyla, B).

In effetti, J, |o, B) ¢ ancora autoket di J? corrispondente allo stesso valore di « ed & autoket di
J, corrispondente al valore 8 4 1. Deve quindi risultare

Tela, B) = exlor, f+1) (6.29)
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e, analogamente,
J_|e, B) = c_|a, B —1). (6.30)

Fissato un generico autoket |«, 3), possiamo, tramite I’applicazione di J; e J_, costruire una
sequenza di autoket

l.f-2) -1 |af) e+ o f+2) - (6.31)

Tuttavia, come abbiamo visto nella sezione precedente, questa sequenza & limitata ai ket per i
quali
(, B = JZ|e, B) = (e, BTZ + T5 |, B) > 0,

che comporta:
a> B2

Deve, pertanto, esistere un ket |a, Bmqz) tale che

J+|aa/8max> =0.

Operando con J_ su ambo i membri di questa relazione, otteniamo

J_J+‘Oé,ﬂmaq;> = (']IQ + Jy2 + Z']z']y - Z']y']l)|a7/8m(l$> =
= (J? = J2 + 11|, Braz) = (@h? — B2,,.0% — Bmazh?)|at, Bmaz) = 0.
Cioe
a = ﬁmaz(ﬁmaz + 1)

In modo del tutto analogo si dimostra che, se si applica 'operatore J alla relazione J_|a, Binin) =
0, si ottiene

a = Bmin (ﬂmzn - 1)

Uguagliando i due valori di « trovati, abbiamo

5maz (5maz + 1) = Bmzn (Bmln - 1) = 6m1n = 7ﬂmara

dato che l'altra soluzione, Byin = Bmasz + 1, non soddisfa la relazione Binmin < Bmaz-
Supponiamo ora che, a partire dallo stato |, Bmin) 0ccorra operare k volte con 'operatore J
per ottenere lo stato |, Bmaz). Avremo:

ﬁmaax_ﬁminZQﬁmaz:k = ﬁmazzg COII]C:O,LQ,...
e, quindi,
a:ﬂmax(ﬂmax+1):§(§+1) e 6:_§,_§+1,-..,§—1,

Iy

Questi risultati possono essere sintetizzati riscrivendo le equazioni agli autovalori nella forma

J2j.m) =%+ 1) 1jm)  con  j=0,313,...

(6.32)
J2 |j,m) = hm|j, m) con m=—j,—j+1,...,7—1,7.

Per j intero il risultato per lo spettro e lo stesso di quello ottenuto per il momento angolare
orbitale nella rappresentazione delle coordinate. Abbiamo, pero, trovato che ora j pud assumere
anche valori seminteri. Questo ci spinge a chiederci se non esistano altre grandezze fisiche alle
quali corrispondono in Meccanica Quantistica operatori che hanno le stesse regole di commu-
tazione di quelli del momento angolare orbitale. Ovviamente questo non € necessario; non €
necessario, infatti, che qualsiasi risultato matematico abbia una corrispondenza nella natura.
Tuttavia questo risultato, assieme ai risultati di alcuni esperimenti fondamentali, come quello di
Stern e Gerlach, apre la strada all’introduzione di una nuova grandezza fisica, che sara oggetto
della prossima sezione.
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6.4 Lo Spin

Ricordiamo che I’algebra dei commutatori per gli operatori di momento angolare e stata ricavata
a partire dalle proprieta di trasformazione degli stati e delle grandezze fisiche per rotazioni. Nel
caso di una rotazione di angolo ¢ la trasformazione unitaria & data da

>

U@ =e b7,
che agisce sulla funzione d’onda:

G TN = U(=)(, . ) = et DO (i, 7y

Possiamo pensare che I’esistenza dei numeri quantici seminteri sia legata alla presenza di un’al-
tra forma di momento angolare non dipendente, come quello orbitale, dalle coordinate che
individuano la posizione delle particelle nello spazio. Questo tipo di momento angolare & gia
presente in fisica classica ed € il momento angolare intrinseco o spin S
Possiamo quindi sostituire

L — J=L+§
dove abbiamo indicato con .J il momento angolare totale, somma del momento angolare orbitale
e dello spin. La trasformazione unitaria diventa

U(a)’) = 87% f$ = ei%i‘(;e*% 5:(;

Per una particella in uno stato di momento angolare nullo in presenza di una rotazione agisce
solo la parte di Spin della trasformazione:

Cerchiamo di capire come cambia la funzione d’onda a seguito di questa trasformazione nel

caso di un’unica particella.

L’equazione agli autovalori per lo spin, che ¢ un operatore di momento angolare, ha la forma
S?|s,0) = h?s(s+1)|s,0) con s=0,41,3

’ 20 ’ Q20" (6.33)

S.|s,0) =hols,o) con c=-s,—s+1,...,s—1,s.

Nell’ipotesi che lo spin dipenda esclusivamente da gradi di liberta interna ’operatore di spin
commuta con l'operatore posizione R che attiene alle coordinate di posizione della particella.
Quindi S2,S,, R sono operatori compatibili e possiamo individuare una base comune ad essi
nel prodotto tensoriale delle rispettive basi

|x,y,z; 570> = |:L’,y,Z> ® |S>U>'

Un elemento importante di carattere sperimentale di cui tener conto € che, data una particella,
il suo autovalore di S? = s(s+ 1) & fissato ed immutabile. L unico suo grado di liberta di spin
risiede nell’autovalore di S, che, fissato s, puo assumere 2s + 1 valori distinti. Per questo,
quando consideriamo la funzione d’onda che, nella rappresentazione relativa a questa base,
corrisponde ad uno stato |¢) della particella, possiamo pensare ad essa come un oggetto a
25 + 1 componenti:

[y — {(x,y, 2; 8, 0)Y) = o (x,y, 2) con oc=-s5,—s+1,...,s—1,s,
dove, nella funzione d’onda, non abbiamo indicato il valore di s, dato che esso, una volta

fissata la particella, ¢ fissato. Cosi, nel caso di una particella di spin S = 0 esiste soltanto la
componente ¢ = 0 e non si ha nulla di nuovo rispetto alla trattazione in assenza di spin.
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Nel caso in cui una particella abbia spin S = % le componenti sono 2, corrispondenti agli stati
con o = :I:%. La funzione d’onda puo essere scritta nella forma:

o) = (00

Limitandoci, infine, al caso di spin S = 1 abbiamo 3 componenti che corrispondono agli stati
con o = 0,=+£1 e la funzione d’onda ha la forma:

(6.34)

¢+1(~T7 Y, Z)
1/’(1',.%2’) = wO(‘r?yvz) (635)
1/1—1(13; Y, Z)

Possiamo quindi dire che lo spin & associato alla struttura della funzione d’onda ed & chiaro che,

A

z

Figura 6.2: Effetto di una rotazione infinitesima sulla funzione d’onda di una particella
vettoriale.

in presenza di rotazioni, mentre la funzione di L e di generare una rotazione delle coordinate,
lo spin ¢ il generatore delle rotazioni per questa struttura, cioe per i gradi liberta interni.
Ad esempio, nel caso di rotazioni infinitesime avremo:

U)o () = (FolU(=8) = [ d Y (Foleh B o) o' )

(e7599) o5+ 67,

Nella figura (6.2) mostriamo ’esempio di una rotazione che agisca sulla funzione d’onda di una
particella di spin 1, immaginando di aver riportato sugli stessi assi cartesiani sia le componenti
della posizione che le componenti della funzione d’onda.

Terminiamo con alcune considerazioni sullo spin.

1. Il fatto che il valore dello spin sia fissato implica anche che, dato un tipo di particella, la
struttura della loro funzione d’onda ¢ fissata. Le particelle sono catalogate in base a tale
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struttura: quelle con spin 0 sono dette scalari, quelle con spin % spinoriali e quelle con
spin 1 vettoriali.

2. E impossibile pensare allo spin come un momento di rotazione intorno ad un asse, come
in fisica classica, in quanto le particelle elementari sono prive di estensione spaziale.

3. Lo spin non ha, in definitiva, una corrispondenza con grandezze della fisica classica. Se
intendiamo il limite classico come quello che si ottiene per i — 0, avviene infatti
lim S? = lim A%s(s + 1) = 0.
h—0 h—0

Questo non avviene per il momento angolare orbitale, per il quale possiamo ottenere, in
questo limite, qualsiasi valore mandando anche ¢ — co.

6.5 Elementi di matrice di .J nella rappresentazione di J?
e J,

Dal calcolo degli elementi di matrice di J nella rappresentazione di J? e .J, possiamo ricavare
dei risultati interessanti. Per effettuare il calcolo occorre preliminarmente calcolare le costanti
di normalizzazione cy e c_ che compaiono nelle relazioni:

J+|j7 m> = C+|ju m+ ]-> (636)
J_|j,m) = c_|j,m —1). (6.37)

Notiamo che la relazione duale della (6.36) si scrive
{gym|J- = ey (j;m+1]
e, quindi

(,m|J-Jy]j,m) = |C+|2<j’m+1|jam+1> = ‘c+|2
‘C+|2 = <jvm|‘]*‘]+‘.77m>:<jvm|J2_Jz2_hJZ‘.77m>:
= [EZJ(J + 1) - h2m2 - th} <j7m|j7m>7

da cui si ricava, se si pone uguale a 0 la fase di ¢,

et =hm/(j—m)(j+m+1). (6.38)
In modo analogo si ricava:
o =h/(G+m)(j—m+1). (6.39)
Le due relazioni (6.36) e (6.37) possono essere, quindi, riscritte nella forma:
Jeljsm) = /(G Fm)(j £m +1) [jm 1) (6.40)
Calcoliamo ora gli elementi di matrice delle tre componenti di J nella rappresentazione |j, m):
. . ) Ji+J_ .
<]Iv m/|Jx|], m> = <.7/a m/|+T|ja m> =
= 5 [VG=m)G+m+1) 6350mam—1+ VG +m) G = m+ D 0mm | (6.41)
. . . Jy—J .
<Jlam/|‘]y|jam> = <j/7m/|+T‘j7m> =
- % |:\/(.7 —m)(j+m+1) 85,1 Om,mr —1 — \/(] +m)(j—m+ 1)6j7jl6mvm/+1:| (6.42)
(', m!|J.|3,m) = hm & 18 (6.43)

Questi elementi di matrice consentono di ottenere alcuni risultati interessanti relativamente ai
valori medi calcolati in un autostato di J? e J,:
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1. 1l valor medio di J, e J, & nullo.

2. E diverso da zero invece Il valor medio di JZe J;. Infatti:

(],m\J§|j,m> = Z <j7m|JZL"j/7m/><j/7m/|‘]w|j7m> = Z |<j/7m/|‘]w|j7m>|2 =

i ’ 51 ’
J°m J2°,m

(tenendo conto del fatto che il termine proporzionale a O m/—10m,m/+1 da contributo
nullo)

(G =m)G+m+1)+ G+ m)G—m+ 1] =2 [5G+ 1) - m?]

2
4
Ovviamente calcolando il valor medio di J5 si ottiene lo stesso valore, dato che nel modulo
quadro le differenze di segno e la ¢ non contano.

3. Notiamo, infine, che

((J*)jm = (J2)jm) ;

N

(I jm = (T ) jm =

cioe, in media, ciascuna delle componenti x e y acquisisce meta di quanto viene lasciato
dalla componente z.
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