
DINAMICA DEI SISTEMI
Sistema costituito da N punti materiali P1, P2,…, PN
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Sommando le N equazioni, si haq ,
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CENTRO DI MASSA
Sistema costituito da N punti materiali 
P1 P2 PN PPP1, P2, ..   ,PN P2P1

O origine
r1 r2

D fi i i di
P3

O origine
O r3

Definizione di      
centro di massa 

di un sistema di punti materiali:
punto geometricopunto geometrico

la cui posizione è individuata 
dal vettore posizione



Coordinate del centro di massaCoordinate del centro di massa 
in un sistema di assi cartesiani 
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Derivando rispetto al tempo rCM:p p CM
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Derivando rispetto al tempo vCM:

=∑
∑

=
∑
∑== i

i
i

i ii i
i iiCM

CM dt
dm

m
1

m
m

dt
d

dt
d vvva

∑∑ i ii i dtmmdtdt

∑
∑ i ii m1m aa

l i d l CM∑=
∑

= i ii
i i

i ii m
mm

a accelerazione del CM

La  (*)    si può quindi riscrivere
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Teorema del moto del centro di massaTeorema del moto del centro di massa  



In un sistema isolato
RE = 0

0 vCM = costante aCM = 0

Il centro di massa si muove 
di moto rettilineo uniforme

P tità di t t t l d l i t

di moto rettilineo uniforme

P quantità di moto totale del sistema 
si conserva



MOMENTO ANGOLARE 
DI UN SISTEMA DI PUNTI MATERIALI

O’ origine di un sistema inerzialeO   origine di un sistema inerziale 
O   polo mobile
vO velocità di O rispetto ad O’
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Calcoliamo
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Per il sistema costituito da N punti materialip
il momento angolare vale 

∑ ∑ ×== i i iii mi vOPLL

=∑=∑= i
i i

ddd LLL
i i iii

∑∑
i

i i dtdtdt
L

∑ OP+∑ ×−= i iiO m vv =∑ ×i iii m aOP

( )( )∑ +×i
I

i
E

ii FFOP+∑×−=
i

iiO m vv
i



EO ∑ IFOP
dL

IE

∑ ×+ i
E
ii FOP =∑ ×+ i

I
ii FOPCMO m vv ×−=

dt
IE

CMO m MMvv ++×−=
F FVerifichiamo che MI = 0

P P punti materiali
Pj

Fij
Pi

Fji
Pi, Pj punti materiali i

O
O polo

=×+×= jiJiji
I
ij FOPFOPM

O polo

jiJijiij OO

0jijPiP =×= F( ) jiiJ FOPOP ×= 0jijPiP ×F( ) jiiJ FOPOP ×−=



MI somma dei momenti      Mij
I
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relativi  a tutte le possibili coppie   Pi Pj
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1) 0 ⇔O l fi
0m CMO =× vv se:  

1) vO = 0 ⇔O  polo fisso

2) v = 02) vCM = 0

3) O ≡ CM ⇔ vO = vCM3) O ≡ CM ⇔ vO vCM

4) vO // vCM4) vO // vCM



Sistema di riferimento del centro di massaSistema di riferimento del centro di massa
1) origine coincidente con CM
2) assi paralleli agli assi del sistema inerziale
3) sistema non inerziale se RE ≠ 03) sistema non inerziale se RE ≠ 0

(moto traslatorio accelerato)
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TEOREMA DI KÖNIG 
PER L’ ENERGIA CINETICA
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energia cinetica del sistema rispetto al CM 
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TEOREMA  DI  KÖNIG 
PER IL MOMENTO ANGOLARE

Assumiamo il polo O coincidente con l’origineAssumiamo il  polo O coincidente con l origine 
del sistema inerziale
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Primo termine:
momento angolare del sistema 

rispetto al CM 
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Terzo termine:
0mi iiCM =∑× 'vr=∑ ×i iiCM m 'vr

Quarto termine:
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momento angolare del CM 
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Teorema di König per il momento angolareg p g



TEOREMA DELLE FORZE VIVE 
PER UN SISTEMA DI PUNTIPER UN SISTEMA DI PUNTI

Lavoro compiuto da tutte le forze esterneLavoro compiuto da tutte le forze esterne 
ed interne agenti sul punto Pi del sistema 

t l d A Bper  spostarlo da A a B  
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Per il teorema del lavoro e dell’energia cinetica
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Lavoro compiuto da tutte le forze 
esterne ed interne agenti sul sistema:esterne ed interne agenti sul sistema:
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Teorema delle forze vive

KAEKBE
variazione di energia cinetica del sistema



Se le forze agenti ( esterne ed interne) 
sono conservative

KAEKBEPBEPAEABW −=−=

E = EK + EPE  EK   EP
energia meccanica costante

Se le forze non sono tutte conservative 
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variazione di energia meccanica=ΔE



Abbiamo visto che in generale 
per definire lo stato di moto di un sistema
informazioni di grande interesse sono fornite dainformazioni  di grande interesse sono fornite da 

P quantità di moto totale del sistemaP quantità di moto totale del sistema

L momento angolare totale del sistemaL momento angolare totale del sistema

Nel caso di sistemi rigidi edremo cheNel caso di sistemi rigidi vedremo che
lo stato di moto del sistema 
è completamente definito
se sono noti P e Lse sono noti  P e  L


